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Das nun vollständige Lehrbuch der Differential- und Integral- 
rechnung ist die Uebertragung des „Cours d’Analyse par M. 
Duhamel, 2™e édition, Paris 1847“, so dass jetzt beide Lehr- 
bücher dieses Autors, die Mechanik und die Analysis, dem 
Publikum in deutscher Sprache vorliegen. Den Besitzern der 
Mechanik wird das Aneignen der Analysis zu empfehlen sein, 
da der Verfasser beide Wissenschaften in demselben Geiste 
dargestellt und die beiden Werke auf einander berechnet hat. 
In der Mechanik werden selbst öfter Formeln und Sätze an- 
gezogen, deren Beweis sich in der Analysis des Verfassers 
findet, die man aber in anderen gangbaren Compendien der 
Differential- und Integralrechnung vergeblich sucht. 

Die Methode, welche der Verfasser befolgt hat, ist an- 
fänglich die Methode der Grenzen und später bei allen com- 
plieirteren Aufgaben die abgekürzte Infinitesimalmethode. Die 
Differentiale hat er nach Cauchy, wenigstens zu Anfang, 
von den gleichzeitigen Incrementen unterschieden und als 
Grössen definirt, welche die Ableitung, d. i. die Grenze des 
Differenzquotienten, zum Verhältniss haben. Man wird seine 


Darstellung klar und elegant finden, und ein grosser Vorzug 
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seines Buches besteht darin, dass er alle wichtigeren Aufgaben 
von verschiedenen Seiten angreift und dadurch den Leser recht 
in den Gegenstand hineinführt. Auch hat der Verfasser. einige 
Abschnitte viel ausführlicher behandelt, als dies in anderen 
Lehrbüchern geschehen ist, z. B. die Integration linearer Par- 
tialgleichungen durch bestimmte Integrale, darunter die von 


: ; : ; 12 12 12 12 
Poisson zuerst integrirte Gleichung 75 —«(- ed z) 


da dy Tda) 
die Krümmung der Flächen, worüber eine sehr interessante 
Arbeit von Bertrand aufgenommen ist; die Theorie der 
Asymptoten u. a. mehr. Das Capitel von den Partialgleichun- 
gen enthält die zuerst von Lagrange gelehrte Integration 
der Gleichung mit partiellen Differentialen erster Ordnung 
und ersten Grades in der Jacobi’schen Darstellung. Recht 
gut ist die Variationsrechnung dargestellt, obgleich die Varia- 
tion der Doppelintegrale, wie schon früher ihre Transfor- 
mation durch Einführung neuer Variablen fehlt. Der Ent- 
wicklung beliebiger Functionen in trigonometrische Reihen nach 
Lagrange und ihrer Darstellung durch bestimmte Doppel- 
integrale nach Fourier ist ein ausführliches Capitel gewidmet. 
Man findet die wichtigsten bestimmten Integrale. Die Anwen- 
dung der Differentialgleichungen zur Auffindung bestimmter 
Integrale, zur Summation von Reihen, zur Bestimmung von 
Functionen aus charakteristischen - Eigenschaften derselben ist 
angedeutet und mit Beispielen belegt. Ein längeres Capitel 
handelt von der Integration der Differentialgleichungen durch 
Reihen und bestimmte Integrale. Die allgemeine Theorie der 
Differentialgleichungen, die Integration der Gleichungen erster 
Ordnung und der linearen Gleichungen ist recht gut dargestellt; 


ebenso die Theorie der simultanen Differentialgleichungen über- 
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haupt und die Integration der simultanen linearen Gleichungen 
insbesondere. Noch ist die Anwendung der Differentialrech- 
nung auf Curven einfacher und doppelter Krümmung und 
krumme Flächen als besonders gelungen hervorzuheben. Man 
wird hin und wieder einige neue Bemerkungen ‚finden, z. B. 
im ersten Theil eine Note über die kürzeste Entfernung von 
unendlich nahen Geraden, und öfter eine bessere Darstellung 
als anderswo. Der erste Theil enthält auch ziemlich ausführ- 
liche Regeln über die Convergenz der Reihen. Die Ueber- 
setzung wird, wie ich hoffe, correet sein; Mühe wurde dabei 
nicht gespart. 


Berlin, im Januar 1856. 


Wagner. 
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'1. Der Begriff der Grenzen, welcher die Basis der Infi- 
nitesimalrechnung ist, war den alten Geometern nicht fremd. 
Sie wurden darauf geführt, wie wir in wenigen Worten zeigen 
wollen, als sie in der Messung geometrischer Grössen hinaus- 
zugehen suchten über geradlinige Figuren und Körper, die 
durch Ebenen begrenzt werden. 

Wenn man Grössen von derselben Art vergleichen will, so 
fängt man damit an, dass man sich einen klaren und bestimmten 
Begriff der Gleichheit bildet. Von da geht man über auf die 
Vergleichung ungleicher Grössen, indem man sie, wenn es mög- 
lich ist, in gleiche Theile zerlegt; und das Verhältniss der 
Zahlen dieser Theile ist das Verhältniss der Grössen selbst. 
Aber oft wird diese Zerlegung unmöglich oder doch eben so 
schwierig, als die Lösung der Aufgabe, welche man im Sinne 
hat. 

So führt in der Geometrie die Zerlegung in gleiche Theile 
zur Vergleichung der Rechtecke; diese führt leicht zu jener der 
Parallelogramme, dann der Dreiecke und endlich aller gerad- 
linigen Polygone, welche man immer als zusammengesetzt aus 


' einer bestimmten Zahl von Dreiecken betrachten kann. 


Aber wenn einige Seiten eines Polygons krumm wären, 


so könnte man nicht mehr es in Dreiecke zerlegen und seine 
Ausmessung successive auf die einfache Betrachtung der Gleich- 


| 


heit zurückführen. Dieselbe Schwierigkeit bietet sich dar bei 
Vergleichung der Oberflächen und Inhalte krummflächiger Kör- 


per. Ihre Ausmessung erfordert neue Methoden, und die darauf 
Duhamel, Däff.- und Int.-Rechnung. 1 
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bezügliche, von den Geometern des Alterthums gem e Ent- 
deckung ist einer der grössten Schritte, welche jemals in der 
Wissenschaft gethan wurden. 

Der Gedanke, welcher sich ihnen alsbald darbot, war, die- 
sen Grössen andere zu substituiren, welche sich wenig davon 
unterschieden, und welche sie vergleichen konnten. Das Ver- 
hältniss dieser letzten musste von dem gesuchten Verhältniss 
desto weniger verschieden- sein, je weniger die substituirten 
Grössen von den vorgelegten verschieden waren; und wenn 
diese Differenz sich der Null näherte, so musste das Verhält- 
niss der Hülfsgrössen sich jenem der vorgelegten Grössen nä- 
hern und weniger von ihm verschieden werden, als jede noch 
so kleine gegebene Grösse. Es handelte sich also nur noch 
um eine strenge Auffindung dieser Grenze. 

So z. B. um das Verhältniss zweier Kreisflächen zu finden, 
substituirten sie dafür eingeschriebene oder umgeschriebene 
Vielecke; und zur leichteren Vergleichung nahmen sie diese 
regulär und ähnlich. Sie bewiesen, dass, indem man die Sei- 
tenzahl dieser Polygone ohne Ende vergrösserte, ihre Flächen 
von den Kreisflächen weniger verschieden werden konnten als 
jede gegebene noch so kleine Grösse. Da nun das Verhältniss 
der Polygone immer dasselbe war wie jenes der Quadrate der 
Kreisradien, und da es das Verhältniss der Kreise selbst zur 
Grenze haben musste, so nahmen sie als nothwendige Folge an, 
dass auch das Verhältniss der Kreise gleich jenem der Qua- 
drate ihrer Radien sei. Aber ein solcher Schluss würde ihnen 
noch nicht genügt haben, zumal in Gegenwart spitzfindiger 
Sophisten, welche Gründe fanden um die evidentesten Dinge zu 
läugnen. Sie nahmen daher einen Umweg, um ohne Widerrede 
die so entdeckte Wahrheit zu beweisen, indem sie zeigten, dass 
wenn das Verhältniss der Kreise kleiner oder grösser wäre, 
man durch unbestreitbare Schlüsse auf eine offenbare Absur- 
dität kommen würde. War so die Ungleichheit dieser Ver-- 
hältnisse als unmöglich nachgewiesen, so musste man ihre 
Gleichheit anerkennen. 

Die Neueren, ohne an dem Princip der Methode etwas zu 
ändern, haben die Beweise in einer mehr natürlichen und ana- 
- Iytischen Art gegeben; hauptsächlich aber haben sie ihre An- 
wendungen viel weiter getrieben mit Hülfe des algebraischen 
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Calculs, von welchem die Alten nur sehr elementare Begriffe 
hatten. l 
Da die Methode der Grenzen fast Allem, was Gegenstand 
dieses Buches ist, zu Grunde liegt, so werden wir auseinander- 
setzen, worin sie besteht. Wir müssen aber einige unerläss- 
liche Vorbegriffe voranschicken. 


Von den Functionen im Allgemeinen und der 
Continuität. 


2. Man nennt Variable jede Grösse, welche in der 
Aufgabe, worin man sie betrachtet, successive verschiedene 
Werthe annehmen kann. 

Unabhängige Variablen heissen diejenigen, deren Werthe 
vollkommen willkürlich sind; abhängige Variablen oder 
Functionen diejenigen, deren Werthe durch die Werthe von 
anderen Grössen bestimmt werden, mag diese Abhängigkeit 
beschaffen sein wie sie will, und mag es sich um concrete oder 
in Zahlen ausgewerthete Grössen handeln. Im ersten Falle 
hat man concrete, im zweiten analytische Functionen. 

Die analytischen Functionen werden unterschieden in ex- 
plicite und implicite. Die ersten sind solche, deren Werthe 
man erhalten kann durch angezeigte Operationen, welche man 
auszuführen weiss; die anderen sind mit den unabhängigen 
Variablen durch unaufgelöste Gleichungen verbunden: die Ope- 
rationen, durch welche man ihre Werthe findet, sind also nicht 
angezeigt. Um sie zu kennen, müsste man die gegebenen 
Gleichungen auflösen, wodurch die Functionen explieit würden. 

Die expliciten Functionen theilen wir in algebraische 
und transcendente. Bei den ersten sind die angezeigten 
Operationen keine andere als Additionen, Subtractionen, Mul- 
tiplicationen, Divisionen, Potenzirungen und Wurzelausziehun- 
gen von bekannten Graden; die transcendenten enthalten an- 
dere angezeigte Operationen mit den Variablen: wie z. B. die 
Exponentialgrössen, die Logarithmen, die trigonometrischen 
Linien etc. 

Ist nur eine einzige dieser verschiedenen Operationen an 
einer Variable angeheftet, so hat man eine einfache Func- 

ia 
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tion dieser Variable. Sind mehrere Operationen auf einander 
gehäuft, so hat man eine Function vonFunctionen. Alle 
Functionen, welche nicht unter diese beiden Fälle gehören, 
heissen zusammengesetzte Functionen. 

Sind zwei Variablen durch irgend eine Gleichung verbun- 
den, so sind sie Functionen von einander. Die Form dieser 
beiden Functionen ist verschieden, wenn die beiden Variablen 
in der Gleichung nicht symmetrisch vorkommen. Man nennt 
sie in Bezug auf einander umgekehrte (inverse) Functio- 
nen. Löst man z. B. die folgenden Gleichungen nach x auf 

yanıyaa, ya Inn, 
so erhält man 


m 
æ = Vy, s = logy, & = arc siny. 
Nach unserer Definition ist also die mte Wurzel die umge- 
kehrte Function der Potenz m; der Logarithme ist die um- 
gekehrte Function der Exponentialgrösse; etc. 

3. Stetigkeit. — Eine Variable ist stetig, wenn sie 
nicht von einem Werthe zu einem anderen gelangen kann, ohne 
durch alle zwischenliegenden Werthe zu gehen. Eine Function 
heisst stetig, wenn sie, indem man die Grössen, von welchen 
sie abhängt, auf stetige Weise ändert, beständig reell bleibt 
und sich selbst auf stetige Weise ändert, also nicht von einem 
Werthe zu einem anderen übergeht, ohne durch alle zwischen- 
liegenden Werthe zu gehen. Eine Function kann stetig sein, 
so lange die Variablen, von denen sie abhängt, innerhalb ge- 
wisser Grenzen bleiben, und sie kann aufhören es zu sein, 
oder unstetig werden, ausserhalb dieser Grenzen. 

Um darzuthun, dass eine innerhalb gewisser Grenzen der 
Variable reelle Function stetig ist, braucht man nur zu zei- 
gen, dass man der Variable Zunahmen beilegen kann, welche 
klein genug sind, um Zunahmen der Function hervorzubringen, 
die kleiner sind als jede Grösse: denn, wäre diese Function 
unstetig, so müsste sie plötzlich von einem gewissen Werthe 
zu einem anderen, davon endlich verschiedenen übergehen; 
welches nicht möglich ist, weil die Zunahme der Function klei- 
ner gemacht werden kann als jede gegebene Grösse. Auf 
diese Weise zeigt man in den Elementen die Stetigkeit der 
einfachen und somit auch der zusammengesetzten Functionen. 


f 
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Umgekehrt hat jede stetige Function einer Variable die Ei- 
genschaft, dass ihre Zunahmen kleiner werden können als jede 
gegebene Grösse, wofern man die Zunahmen der Variable 
hinreichend klein macht: denn, würde das Increment der Va- 
riable von einem seiner Werthe ab gegen Null convergiren, 
ohne dass das Increment der Function dasselbe thäte, so würde 
daraus folgen, dass die Function plötzlich von einem Werthe 
zu einem anderen, davon endlich verschiedenen überginge, also 
unstetig wäre. 

Betrachtet man die Werthe einer stetigen Function als 
ÖOrdinaten und die entsprechenden Werthe der unabhängigen 
Variable als Abscissen, so werden die dadurch erhaltenen Punkte 
sich ohne Unterbrechung folgen und eine continuirliche Curve 
bilden, welche das geometrische Bildder analytischen Function ist. 


Methode der Grenzen. 


4. Man nennt Grenze einer variablen Grösse eine feste 
Grösse, welcher jene sich ohne Ende nähert, so dass ihre Dif- 
ferenz kleiner werden kann als jede gegebene Grösse, ohne in- 
dessen jemals genau Null zu werden. 

Offenbar kann eine und dieselbe Grösse sich nicht zugleich 
zwei ungleichen Grenzen nähern. 

Wenn zwei variable Grössen von gewissen anderen auf 
solche Weise abhängen, dass sie beständig einander gleich blei- 
ben in allen Zuständen, durch welche sie gehen, und wenn 
man weiss, dass eine von ihnen gegen eine Grenze convergirt, 
so kann man behaupten, dass die andere dieselbe Grenze hat: 
denn, da sie immer der ersten gleich ist, so nähert sie sich 
ohne Ende der festen Grösse, welcher jene sich nähert. 

Betrachten wir nun eine Gleichung, deren beide Glieder 
stetige Functionen beliebiger Variablen z, y, z etc. sind, welche 
von einander abhängig oder unabhängig sein können, und stel- 
len wir sie dar durch 

Fo ya Vflahare) 
Nehmen wir an, dass die Variablen x, y, z etc. gleichzeitig 
auf stetige oder unstetige Weise, sich den Grenzen a, b, c etc. 
nähern, und untersuchen wir die Relation, welche zwischen die- 
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sen Grenzen in dem Falle besteht, wo die Functionen stetig 
sind in der Nachbarschaft dieser Grenzwerthe der Variablen. 
Hierzu bemerken wir, dass F und f, als stetige Functionen 
von æ, y, 2 etc., sehr kleine Aenderungen erleiden, wenn die 
Variablen um sehr kleine Grössen variiren, und dass diese 
correspondirenden Incremente sich gleichzeitig der Grenze Null 
nähern: denkt man sich daher z,y,2 etc. gleichzeitig, und nach 
beliebigen Gesetzen, gegen die Grenzen a, b, ¢ etc. eonvergi- 
rend, so werden die Functionen F (æ, y, 2...) f (tysz, :-.) 
ohne Ende gegen F (a, b, c,...), f (a, b, c, . . .) convergi- 
ren. Da aber die Grenzen gleicher Grössen gleich sind, so 
hat man nothwendig 
Pb ER E O N 

d. h. die Relation zwischen den Grenzen ist genau dieselbe 
wie diejenige, welche beständig zwischen den Variablen besteht; 
und man braucht in dieser nur die Variablen mit ihren Gren- 
zen zu vertauschen, um die Relation zwischen diesen letzteren 
zu haben. 

Dieser Satz bildet die Grundlage der Methode der Gren- 
zen, und die Methode selbst besteht darin, dass man die Grös- 
sen, deren Relation man entdecken will, als Grenzen von ein- 
facheren Grössen betrachtet und die Relation dieser letzteren 
sucht. Hat man sie gefunden, so braucht man, nach dem vo- 
rigen Satze, nur allen Variablen ihre respectiven Grenzen zu 
substituiren. 

5. Die variablen Grössen, welche zu Grenzen die vorge- 
legten Grössen haben, können auf sehr verschiedene Arten ge- 
wählt werden, und von dieser Wahl hängt sehr viel ab. Die 
Rechnungen können sehr einfach oder sehr zusammengesetzt 
werden nach der Natur dieser Variablen; und in jedem beson- 
deren Falle muss man nach denjenigen suchen, welche 
der Rechnung die grösste Leichtigkeit geben. Wenn man 
z. B. die Relation zwischen den Flächen und den Radien zweier 
Kreise sucht, so betrachtet man diese Kreise als Grenzen von 
ähnlichen regulären Polygonen, weil die Relation zwischen die- 
sen Polygonen und den Kreisradien sehr leicht zu erhalten 
ist; wogegen sie sehr schwer zu entdecken sein würde, wenn 
man unregelmässige Polygone von verschiedener Seitenzahl 
nehmen wollte. Wenn übrigens diese letzte gefunden wäre, 
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so würde sie nothwendig zu der nämlichen Relation zwischen 
den Kreisflächen und Radien führen, und die Wahl der Va- 
riablen hat keinen anderen Einfluss, als dass sie auf mehr oder 
minder einfache Weise zum Resultat führt. Es lässt sich aber 
keine bestimmte Regel hierüber geben. 


Von den incommensurabelen Grössen. 


6. Zwei Grössen werden unter einander incommensu- 
rabel genannt, wenn sie sich nicht genau in gleiche 'Fheile 
zerlegen lassen, die für beide von derselben Grösse wären; 
oder, mit anderen Worten, wenn sie kein gemeinschaftliches 
Gemäss haben. So lange man die Grössen nicht in Zahlen 
auswerthet, ist es gleichgültig, ob sie commensurabel oder in- 
commensurabel sind; aber nicht mehr dann, wenn man ihre 
Verhältnisse zu einander betrachtet: und es wird zuerst noth- 
wendig, sich einen genauen Begriff von dem zu machen, was 
man incommensurabele Zahl nemnt. 

Die Mehrheit giebt uns den ersten Begriff der Zahl; sie macht 
das aus, was man ganze Zahl nennt. Die Mehrheit bietet 
sich dar in der gleichzeitigen Betrachtung unterschiedener und 
getrennter Dinge, oder in der Zerlegung einer Grösse in gleiche 
Theile. Im letzten Falle ist die Zahl dasselbe, was man Ver- 
' hältniss der zerlegten Grösse zu einer Grösse nennt, die einem 
ihrer Theile gleich ist. 

Vergleicht man aber zwei Grössen, von denen die kleinere 
nicht genau in der anderen enthalten ist, so bieten dieselben 
nicht mehr den eben definirten Begriff des Verhältnisses 
dar, und weil es in den Wissenschaften vortheilhaft ist, so viel 
als möglich zu verallgemeinern, d. h. die grösstmögliche Zahl 
von besonderen Begriffen unter eine Benennung zu bringen, so 
hat man die Bedeutung der Worte Zahl und Verhältniss 
erweitert. Man hat zuerst den Fall betrachtet, wo beide 
Grössen ein gemeinschaftliches: Gemäss haben; und, um die 
Gedanken zu fixiren, wollen wir annehmen, dieses gemeinschaft- 
liche Gemäss sei mmal in der einen und nmal in der anderen 
enthalten: dann ist die grössere gleich mmal dem nten Theile 
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der kleineren, und diese gleich nmal dem mten Theile der 
grösseren. 
In diesem Falle ist man übereingekommen zu sagen, das 


Verhältniss der grösseren zur kleineren sei —, und das der 
n 


kleineren zur grösseren > Diese beiden Verhältnisse, welche 


immer bei der Vergleichung von zwei ungleichen Grössen ent- 
stehen, heissen inverse oder reciproke Verhältnisse. 

Man hat auch diese neuen Verhältnisse Zahlen genannt 
und sie, zum Unterschiede von den ganzen, als gebrochene 
Zahlen bezeichnet. Wenn man endlich zwei Grössen betrach- 
tet, die kein gemeinschaftliches Gemäss haben, so bieten diese 
keinen der beiden vorhergehenden Begriffe dar, und man muss 
entweder sagen, dass sie kein Verhältniss haben, oder die Be- 
deutung der Worte Verhältniss und Zahl neuerdings erwei- 
tern; die Zahlen werden dann auf stetige Weise wachsen, wie die 
concreten Grössen. Es ist aber nicht genug mit der Ueber- 
einkunft, zu sagen, dass zwei incommensurabele Grössen ein 
Verhältniss haben, und dieses Verhältniss incommensurabele 
Zahl zu nennen; man muss die Gleichheit der incommensura- 
belen Zahlen oder Verhältnisse strenge definiren. Unsere An- 
sicht in dieser Beziehung, verschieden von der einiger Mathe- 
matiker, ist vollkommen conform mit der von Euklid. 

Bemerken wir zunächst, dass wenn man die eine Grösse 
in gleiche hinreichend kleine Theile zerlegt, und diese Theile 
so oft als möglich in der anderen abträgt, der Rest, da er klei- 
ner ist als ein Theil, kleiner gemacht werden kann als jede. 
gegebene Grösse; so dass ein commensurabeles Verhältniss 
existirt zwischen irgend einer der beiden Grössen und einer 
anderen, welche sich so wenig als man will von der zweiten 
unterscheidet. 

Betrachten wir nun zwei incommensurabele Grössen ; thei- 
len wir eine von ihnen, zum Beispiel die kleinere, in gleiche 
Theile, deren Zahl unendlich wächst; tragen wir diese Theile 
in der grösseren ab und vernachlässigen den Rest: so wird 
eine Folge von commensurabelen Verhältnissen oder Zahlen 
entstehen, die der kleineren Grösse und anderen mit ihr com- 
mensurabelen Grössen entsprechen, welche ohne Ende gegen 
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die zweite convergiren, die ihre Grenze ist in dem Sinne, den 
wir diesem Worte beigelegt haben. Denken wir uns darauf 
zwei andere incommensurabele Grössen von irgend einer, 
aber derselben Art, und theilen wir die kleinere von ihnen 
successive in dieselbe Anzahl von gleichen Theilen wie die 
kleinere der ersten Art: so entsteht, auf dieselbe Weise wie 
vorher, eine neue Folge commensurabeler Verhältnisse; und 
wenn diejenigen in beiden Folgen, welche derselben Theilungs- 
weise der kleineren Grössen entsprechen, immer gleich sind, wie 
weit man diese Theilung auch treiben mag, so sagen wir, dass 
die zwei ersten incommensurabelen Grössen dasselbe Verhält- 
niss haben wie die zwei anderen. 

7. Um aber auf diese Weise die Gleichheit der incom- 
mensurabelen Verhältnisse definiren zu können, muss man zei- 
gen, dass die Gleichheit der respectiven commensurabelen Ver- 
hältnisse unabhängig ist von dem Gesetz, nach welchem die 
Theile unendlich abnehmen; d. h. dass diese Gleichheit für 
jedes Gesetz stattfindet, wenn sie bei einem Gesetz stattfindet. 
Diesen Satz kann man folgendermaassen beweisen. 

Es seien A und B zwei incommensurabele Grössen von 
irgend einer Art, und A‘, B’ zwei andere incommensurabele 
Grössen von derselben Art wie die ersten oder von irgend 
einer anderen; nehmen wir an, dass wenn man A und A’ in eine 
und dieselbe Zahl gleicher Theile theilt, welche nach einem 
gewissen bestimmten Gesetz unendlich wächst, man beständig 
einerlei Zahlen dieser Theile in B und B’ enthalten findet: es 
ist zu zeigen, dass wenn man A und A’ in irgend eine und 
dieselbe Zahl m gleicher Theile zerlegt, die nicht in dem ge- 
gebenen Gesetz enthalten ist, dann immer einerlei Zahl dieser 
respectiven Theile sich in B und B’ finden wird. 

In der That, nehmen wir an, es fände sich eine Zahl K 
von Theilen in B und eine davon verschiedene, zum Beispiel 
grössere Zahl in B^. Dann werden K + 1 Theile der ersten 
Art B um eine gewisse Grösse übertreffen, die ich durch E 
bezeichnen will; während X + 1 Theile der zweiten Art noch 
nicht B’ ausmachen. Theilen wir nun A in gleiche Theile, die 
kleiner als E und in dem gegebenen Gesetz enthalten sind; 
und theilen wir A’ in eine gleiche Zahl von Theilen: nach der 
Voraussetzung muss sich dann in B und B’ einerlei Zahl fin- 
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den. Aber offenbar giebt es weniger Theile, die kleiner sind 
als Æ, in B als in B + E oder in K-+ 1 von den Theilen, 
um welche es sich handelt; und es giebt eben so viel von jenen 
in diesen K -+ 1 Theilen als entsprechende in den K + 1 
entsprechenden Theilen von B’, welche noch nicht B’ ausma- 
chen. Also würde es in B eine kleinere Zahl von Theilen, 
die in dem gegebenen Gesetz enthalten sind, geben als von 
den entsprechenden Theilen in B’; was gegen die Voraus- 
setzung ist. Es ist sonach unmöglich, dass wenn man A und A’ 
in eine und dieselbe Zahl gleicher Theile zerlegt, dann diese 
Theile sich nicht respective in B und B’ auch in gleicher 
Zahl enthalten finden. 

8. Man kann bemerken, dass es unserer Definition in 
der That nicht widersprechen würde, wenn wir mit vielen Ma- 
thematikern sagten, das Verhältniss zweier incommensurabelen 
Grössen sei die Grenze der commensurabelen Verhältnisse 
einer von ihnen und einer variablen Grösse, welche die zweite 
zur Grenze hat. Es ist aber nicht erlaubt, diese Definition 
der incommensurabelen Verhältnisse zu geben, weil dieselbe 
voraussetzt, dass eine Zahl als Grenze existirt, während im 
Gegentheil gewiss ist, dass keine solche existirt, wenn man 
den Sinn des Wortes Zahl nicht erweitert. 

9. Wenn wir nach allem diesem sagen, dass eine Glei- 
chung zwischen incommensurabelen Zahlen stattfinde, so ver- 
stehen wir darunter, dass diese Gleichung stattfindet zwischen 
commensurabelen Zahlen, die variable Grössen ausdrücken, 
welche gegen feste Grössen convergiren, die ohne gemeinschaft- 
liches Gemäss mit der Einheit sind und durch diese incommen- 
surabelen Zahlen repräsentirt werden. Hieraus geht hervor, dass 
die Demonstration so geschieht, wie wenn man die incommen- 
surabelen Zahlen als Grenzen commensurabeler Zahlen betrach- 
tete, und also der Form nach auf die Methode der Grenzen 
zurückkommt. 

10. Man kann zu dem Begriff der incommensurabelen 
Zahlen auf anderem Wege, als indem man zwei Grössen ohne 
gemeinschaftliches Gemäss vergleicht, und durch rein arithme- 
tische Betrachtungen gelangen, wie z. B. durch die der Wur- 
zeln, Logarithmen etc. In diesen Fällen findet man commen- 
surabele Zahlen, welche Bedingungen genügen, die den vorge- 
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legten immer näher kommen, und welche Zahlen, wenn man 
irgend eine Einheit nimmt, concrete Grössen darstellen, die 
.gegen bestimmte Grenzen convergiren. Eine Gleichung zwi- 
schen diesen incommensurabelen Zahlen wird immer in dem 
oben auseinandergesetzten Sinne verstanden. 


Vom Unendlichen. 


11. Das Wort unendlich wird angewandt, um die Ab- 
wesenheit jeder Grenze oder Schranke anzudeuten: in diesem 
Sinne sind Raum und Zeit unendlich. Dieser Gedanke schliesst 
offenbar jede Vergleichung in Beziehung auf Grösse aus. 
Nichtsdestoweniger spricht man oft, der Kürze wegen, von 
unendlichen Grössen, und unterwirft sie denselben Operationen 
wie die endlichen Grössen, daher es sehr wichtig ist, diese 
Redensart nicht misszuverstehen. 

Diese unendlichen Grössen können sich nur auf zweierlei 
Weise darbieten: entweder als Lösungen oder als Gegebene 
einer Aufgabe. 

Das Unendliche kann sich als Lösung darbieten, wenn 
man, um gewisse Grössen zu bestimmen, sie als abhängig von 
einer anderen betrachtet; und wenn in dem besonderen Falle, 
den man im Auge hat, diese letztere nicht existirt, während 
sie für sehr nahe liegende Fälle Werthe haben würde, die jede 
angegebene Grösse übersteigen könnten. Um z. B. einen Win- 
kel zu bestimmen, kann man im Allgemeinen als Unbekannte 
seine trigonometrische Tangente nehmen; aber man muss den 
besonderen Fall ausnehmen, wo der Winkel recht ist. Die 
Gleichungen, welche den Werth dieser Tangente geben, müs- 
sen zu einem Ausdruck führen, der immer grösser wird, je 
mehr sich die Bestimmungsstücke jenen nähern, zu welchen als 
Lösung der rechte Winkel gehört. In diesem letzten Falle 
darf aber der Ausdruck nichts mehr vorstellen, und gerade 
hierdurch lehrt er, dass die Aufgabe sich auf diesen besonderen 
Fall bezieht. Die Form, welche er dann annimmt, ist die 
einer endlichen Zahl, getheilt durch Null. Man sagt nun: der 
Werth der Unbekannten ist unendlich, und der entsprechende 
Winkel ist ein rechter; so dass die vorgelegte Aufgabe mög- 
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lich wird, und ihre Lösung bestimmt ist. Wenn aber die Grösse, 
deren allgemeiner Werth in einem besonderen Falle unter der 
illusorischen Form einer durch Null dividirten Zahl erscheint, 
keine Hülfsunbekannte, sondern die Grösse selbst ist, welche 
man bestimmen wollte, so ist klar, dass die gestellte Aufgabe 
absurd war. £ 

Das Unendliche kann noch auf andere Weise, denn als 
Auflösung von Gleichungen, in besonderen Fällen vorkommen; 
es kann sich in den Gegebenen der Aufgabe finden. Man 
kann sich aufgeben, die Grenze des Verhältnisses, oder der 
Differenz, oder jeder anderen Function von Grössen zu be- 
stimmen, welche von einander abhängen und ohne Grenzen 
wachsen. In allen solchen Fällen sagt man zuweilen, diese 
Grenze sei das Verhältniss, oder die Differenz, oder die be- 
treffende Function der unendlichen Grössen; man kann aber 
der Vergleichung von zwei Unendlichen keinen Sinn beilegen, 
weil, wie schon bemerkt wurde, das Unendliche keine Grösse, 
sondern die Abwesenheit von Grenzen bedeutet: wenn man 
daher in einer Ebene gleich entfernte Parallelen zieht, so ist 
es absurd zu sagen, dass die unendlichen Flächen, welche zwi- 
schen je zwei nächsten Parallelen liegen, gleich seien. Sucht 
man aber die Verhältnisse dieser ohne Grenzen wachsenden 
Flächen, so kann man wohl nach ihren Grenzen fragen, und 
man erhält dann ein durchaus unbestimmtes Resultat; denn 
man kann die Längen von zwei solchen Streifen ohne Gren- 
zen wachsen lassen, indem man irgend eine Relation zwischen 
ihnen festsetzt; und man würde das Verhältniss dieser un- 
endlichen Streifen nur in sehr besonderen Fällen der Ein- 
heit gleich finden. 

Ohne Zweifel würde Nichts leichter sein, als eine voll- 
kommen exacte Sprache zum Ausdruck dieser durchaus höchst 
einfachen Gedanken anzuwenden, und man würde dadurch das 
Missliche falscher Auffassungen vermeiden, die nachher schwie- 
rig zu zerstören sind. Ueberdies wird, wie wir sahen, die 
Sprache nicht einmal viel vereinfacht durch diese unexacte 
Weise, an sich sehr klare Gedanken auszudrücken; da sie aber 
oft angewendet wird, so war es unerlässlich, genau zu bestim- 
men, wie man sie verstehen muss. 
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Von den unendlich kleinen Grössen. Wie sich die- 
selben in die Rechnung einführen. 


12. Die Grössen, welche man bestimmen will, können auf 
verschiedene Weisen als Grenzen variabler Grössen von einer 
einfacheren Art betrachtet werden. Alle diese Weisen reduci- 
ren sich beinahe ausschliesslich auf die folgenden drei: 

1) Man kann die vorgelegte Grösse betrachten als Grenze 
einer Summe von Grössen, welche gegen die Null convergi- 
ren, und deren Zahl unbegrenzt wächst; oder auch als Func- 
tion solcher Grenzen; 

2) man kann sie betrachten als Grenze des Verhältnisses 
von zwei Grössen, welche gleichzeitig gegen Null convergiren; 
oder auch als irgend eine Function von Grenzen dieser und 
der vorigen Art; 

3) endlich kann man sie betrachten als Grenze einer 
Summe unveränderlicher Grössen, deren Zahl unbegrenzt zu- 
nimmt, und welche successive abnehmen, indem sie gegen die 
Grenze Null convergiren. 

Dieser letzte Gesichtspunkt bezieht sich auf die Entwicke- 
lung in Reihen. Die beiden anderen constituiren die Infini- 
tesimalrechnung, welche unser Hauptgegenstand ist. 


13. Jede variable Grösse mit der Grenze Null 
wird eine unendlich kleine Grösse, oder einfach ein un- 
endlich Kleines genamt. 

Die Rechnung mit diesen Grössen wird durch nachstehende 
Sätze sehr vereinfacht: 


Erster Lehrsatz. — Die Grenze des Verhältnisses 
von zwei unendlich kleinen Grössen wird nicht ge- 
ändert, wenn man diese Grössen durch andere er- 
setzt, welche ihnen nicht gleich sind, aber deren 
Verhältnisse zu ihnen respective qiş Einheit zu 
Grenzen haben. 

In der That, es seien «œ und ß zwei unendlich kleine 
Grössen; «’ und ß‘ solche andere Grössen, dass die Grenzen 
Son. © ir 


Pr B’ und folglich auch die der umgekehrten Ver- 
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hältnisse < s = gleich der Einheit sind. Man hat identisch 
1 RER BE 
ß Br E 


Die Grenzen gleicher Grössen sind gleich, und die Grenze 
eines Products ist das Product der Grenzen, also erhält man 
aus der vorstehenden Identität, indem man die Grenzen durch 
lim bezeichnet, 
= 4 
lim yi = lim TE 
was zu zeigen war. 

14. Man kann denselben Satz auf andere Weise aus- 
sprechen vermöge nachstehender Wahrheit: 

Wenn die Grenze des Verhältnisses von zwei 
Grössen die Einheit ist, so ist ihre Differenz un- 
endlich klein gegen jede von beiden Grössen; d.h. 
das Verhältniss dieser Differenz zu jeder der bei- 
den Grössen hat Null zur Grenze. 

Und umgekehrt: Wenn die Differenz zweier Grös- 
sen gegen eine von ihnen unendlich klein ist, so 
hat ihr Verhältniss die Einheit zur Grenze. 

In der That, es seien œ und a’ irgend zwei Grössen, und 
ô ihre Differenz, so hat man 


n ze. + ô, 1— — = 
MER N 2 
Wenn nun die Grenze von Er die Einheit ist, so ist offen- 


bar die von Li Null, und umgekehrt. 
& 
Hätte man, statt durch «, durch œ getheilt, so würde 
man gezeigt haben, dass 2 die Grenze Null hat; und übri- 


gens ist klar, dass ð, als Differenz von «und «‘, in der grös- 
seren einmal mehr als in der anderen enthalten ist, und dass 


folglich die Verhältnisse 2, 2 zugleich unendlich klein sind. 


Man kann sonach den ersten Lehrsatz auch folgender- 
maassen aussprechen: 
Die Grenze des Verhältnisses zweier unendlich 
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Kleinen bleibt ungeändert, wenn man dieselben 
respective durch andere ersetzt, welche sich von 
ihnen um gegen sie unendlich Kleine unterscheiden. 

Wesentlich ist die Bemerkung, dass, damit das Verhältniss 
zweier unendlich Kleinen eine Grenze habe, sie entweder von 
einander oder beide von einer und derselben Variable abhän- 
gen müssen: denn ausserdem würde ihr Verhältniss unbestimmt 
sein, und könnte folglich keine bestimmte Grenze haben. 

Obgleich wir hauptsächlich beabsichtigen, die vorstehen- 
den Sätze auf unendlich kleine Grössen anzuwenden, so kann 
man doch bemerken, dass sie ebenso gut für endliche und 
selbst für unbegrenzt wachsende Grössen gelten. Die Beweise, 
welche wir gegeben haben, sind unabhängig von dem Range 
der Grössen. 


15. Zweiter Lehrsatz. — Die Grenze einer Summe 
von positiven unendlich kleinen Grössen, deren 
Zahl unbegrenzt wächst, wird nicht geändert, wenn 
man diese Grössen durch andere ersetzt, deren 
Verhältnisse zu ihnen respective die Einheit zu 
Grenzen haben. 

Es seien 

a A S 
die unendlich kleinen Grössen, deren Zahl unbegrenzt wächst, 
und 

ßı» B2; bs» WEL) Bm 
solche andere unendlich Kleine, dass die Verhältnisse 

a a m am 
N E AT E 
sämmtlich die Einheit zur Grenze haben. 
Der Quotient 


w + a +% H... Fan 
bi + Ba +ß.+::: + Bm 


liegt zwischen dem kleinsten und dem grössten der obigen Ver- 
hältnisse, er hat also, wie diese, die Einheit zur Grenze. Also 
müssen die Grenzen der Summen + +, +... -+ äm 
und fı + b2 + Bs + -- -+ m gleich sein; was zu zei- 
gen war. 

Wenn eine von beiden Summen constant wäre, so würde 


www.rcin.org.pl 


N a ah 
die Grenze der anderen dieser Constante gleich sein, weil die 
Grenze ihres Verhältnisses die Einheit ist. 

Es versteht sich von selbst, dass dieser Lehrsatz, so gut 
wie der erste, auf eine zweite Art ausgedrückt werden kann. 

16. Der grosse Vortheil, welchen diese Lehrsätze gewäh- 
ren, besteht darin, dass dieselben oft erlauben, in den unend- 
lich kleinen Grössen den Theil zu vernachlässigen, welcher ihre 
Vergleichung und die Rechnung mit ihnen schwierig macht. 
Es genügt immer, dass dieser Theil unendlich klein ist gegen 
die Grösse selbst, und es entspringt daraus kein Fehler in den 
Resultaten, bei welchen es sich nur um die Grenzen von Ver- 
hältnissen oder Summen dieser unendlich kleinen Grössen 
handelt. 

Die unendlich Kleinen, welche man fast allein betrachtet, 
sind die Incremente von unabhängigen Variablen und von 
Functionen dieser Variablen. Die endlichen oder unbegrenzt 
kleinen Incremente, welche man Variablen beilegt, werden 
häufig endliche oder unendlich kleine Differenzen 
dieser Variablen genannt. 

Obgleich die Grössen, welche man mit Hülfe der unend- 
lich Kleinen zu berechnen beabsichtigt, in der Regel Grenzen 
von Summen oder Verhältnissen sind, so kommt es doch zu- 
weilen vor, dass die Aufgabe verlangt, ein unendlich Kleines 
selbst, zwar nicht in Grösse, da es veränderlich ist, aber im 
Zeichen zu bestimmen: diese Aufgabe kommt indessen unmittel- 
bar auf die Bestimmung der Grenze eines Verhältnisses zurück. 


Verschiedene Ordnungen von unendlich Kleinen. 


17. Betrachtet man mehrere unendlich Kleine, welche 
dergestalt von einander abhängen, dass wenn eines bestimmt 
ist, alle anderen es sind, und greift man eines von ihnen her- 
aus, um darauf alle anderen zu beziehen, so nennt man unend- 
lich Kleine erster Ordnung diejenigen, deren Verhältnisse zu 
dem herausgegriffenen endliche Grenzen haben; unendlich 
Kleine zweiter Ordnung diejenigen, deren Verhältnisse zu 
demselben unendlich Kleinen unendlich Kleine erster Ordnung 
sind; und im Allgemeinen nennt man ein unendlich Kleines 
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der Ordnung n ein solches, dessen Verhältniss zu dem princi- 
palen unendlich Kleinen ein unendlich Kleines von der Ord- 
nung n — 1 ist. 

Will man nur ausdrücken, dass das Verhältniss eines un- 
endlich Kleinen zu einem anderen Null zur Grenze hat, so 
sagt man: das erste ist unendlich klein gegen das zweite. 

Es wird nun sehr leicht sein, mit Hülfe des principalen , 
unendlich Kleinen die aller verschiedenen Ordnungen auszu- 
drücken. In der That, bezeichnen wir das erste durch «, und 
durch f ein unendlich Kleines erster Ordnung, welches K zur 
Grenze seines Verhältnisses zu « hat, so ist 
T = K + 0, 
wo œ gleichzeitig mit « gegen Null convergirt. 

Der Ausdruck eines jeden unendlich Kleinen erster Ord- 
nung ist demnach von der Form 
« (K + o), 

worin œ unendlich klein und K endlich ist. 
Es sei jetzt y ein unendlich Kleines zweiter Ordnung, so 


hat man, weil das Verhältniss L von der ersten Ordnung 


sein muss, 
t = Q (K A ©), 


und folglich ist die Form von jedem unendlich Kieinen der 
zweiten Ordnung 
a? (K + o). 


Fährt man auf diese Weise fort, so ist leicht zu sehen, 
dass die allgemeine Form der unendlich Kleinen von der 
Ordnung n 


a (K+ o) 


ist, wo K endlich und ® unendlich klein. 


Oft aber hat man unendlich Kleine zu EHEN, au 
Verhältniss zu einer gebrochenen Potenz von «œ eine endliche. 
Grenze hat; und man ist übereingekommen, dasjenige ein un- 


endlich Kleines von der Ordnung a zu nennen, dessen Ver- 


p 
hältniss zu «7 eine endliche Grenze besitzt: demnach ist die 
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 2 
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Formel, welche die unendlich Kleinen dieser Ordnung dar- 
stellt, 


2; 
a! (K +w). 

In demselben Sinne muss man die Ordnungen der unend- 
lich Grossen verstehen. Zwei Grössen dieser Art, d. h. welche 
unbegrenzt wachsen, werden von derselben Ordnung genannt, 
wenn die Grenze ihres Verhältnisses endlich ist; die eine ist 
unendlich klein gegen die andere, wenn die Grenze ihres Ver- 
hältnisses zu dieser anderen Null ist; und man sagt allgemein, 
dass eine von ihnen in Bezug auf die andere von der Ordnung 
n ist, wenn ihr Verhältniss zu der nten Potenz der anderen 
eine endliche Grenze hat. 


Differentialverhältnisse. Ableitungen. 


18. Die stetigen Functionen einer Variable besitzen die 
wichtige Eigenschaft, dass ihre unendlich kleinen Inceremente 
im Allgemeinen von derselben Ordnung sind wie die entspre- 
chenden Incremente der Variable, von welcher sie abhängen. 

Um sich davon zu überzeugen, bemerke man, dass wenn 
das Verhältniss des einzigen und bestimmten Increments 
der Function zu dem entsprechenden Increment der Variable 
nicht gegen eine endliche Grenze convergirt, es entweder gegen 
Null cı üvergiren oder unbegrenzt wachsen wird; ferner, dass 
wenn der eine oder andere dieser zwei letzten Fälle sich nur 
für gewisse besondere Werthe der Variable ereignet, das 
Verhältniss im Allgemeinen eine endliche Grenze hat, was man 
beweisen wollte; und dass, wenn es sich anders verhält, noth- 
wendig in einer gewissen Ausdehnung der Variable das Ver- 
hältniss für jeden Werth der Variable gegen Null convwergirt, 
oder für alle diese Werthe unbegrenzt wächst: denn mam kann 
nicht annehmen, dass diese beiden Fälle sich ohne Intervall 
folgen; dies würde keinen Sinn haben. Es bleibt also zu be- 
weisen, dass unmöglich zwischen zwei bestimmten Werthen der 
Variable das Verhältniss beständig gegen Null convergiren 
oder beständig unbegrenzt wachsen kann. Und mam sieht 
selbst, dass es genügt den ersten Fall zu untersuchen, weeil der 
zweite darin eingeschlossen ist; denn, wenn das Verhältniss 
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zweier in einer gewissen Ordnung genommenen Grössen unbe- 
grenzt wächst, so wird das Verhältniss derselben, in umgekehr- 
ter Ordnung genommen, gegen Null convergiren. 

Demnach ist zu zeigen, dass wenn zwei Variablen æ, y 
von einander abhängen, das Verhältniss des unendlich kleinen 
Increments von y zu dem von æ nicht Null zur Grenze haben 


‚kann für alle Werthe von æ zwischen zwei bestimmten Wer- 


then a und b. ‘ 

Nehmen wir an, es sei dies der Fall, und theilen wir 
irgend eine Strecke ò des Interyalls 5—a in gleiche Theile, 
deren Werth wir durch «œ bezeichnen, und die wir so 
klein annehmen können als wir wollen. Alle Verhältnisse, 
welche man successive erhält, indem man durch « die Diffe- 
renzen zwischen denjenigen sich folgenden Werthen von y 
theilt, welche den um œ verschiedenen Werthen von æ ent- 
sprechen, werden der Null so nahe liegen als man will, nach 
der Voraussetzung. Addiren wir nun einerseits die Vorder- 
glieder und andererseits die Hinterglieder dieser Verhältnisse, 
so liegt das Verhältniss dieser beiden Summen zwischen dem 
kleinsten und dem grössten der ersten, und kann folglich klei- 
ner erwiesen werden als jede gegebene Grösse. 

Demnach ist die unveränderliche Differenz der zwei Werthe 
von y, welche den zwei bestimmten, um ô verschiedenen Wer- 
then von x entsprechen, eine solche, dass ihr Verhältniss zu ô 
kleiner erwiesen werden kann als jede gegebene Grösse: sie 
ist also Null, und folglich ist y constant für alle Werthe von 
x zwischen a und b, und somit ist y keine Function von «. 
© Wem also y Function von x ist, so kann die Grenze des 
Verhältnisses des Increments von y zu dem von æ nicht be- 
ständig Null sein zwischen zwei bestimmten Werthen von a. 
Sie kanı daher ebenso wenig beständig unendlich sein, und 
folglich kann der eine oder andere dieser zwei Fälle sich nur 
für besondere Werthe von x ereignen. 

Diese bestimmte Grenze, weil ihr Werth im Allgemei- ' 
nen sich mit æ für dieselbe Function ändert, ist selbst eine 
Function von æ, welche man die abgeleitete Function 
oder einfach die Ableitung der ersten in Bezug auf x nennt; 
oder ihren Differentialcoefficienten nach æ. Wir werden sie 
auch das Differentialverhältniss von yz ge æ nennen. 
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19. Wir haben eben bewiesen, dass wenn die Ablei- 
tung einer Grösse in Bezug auf x Null ist, was auch x sein 
mag, diese Grösse nothwendig constant oder, mit anderen Wor- 
ten, von æ unabhängig ist. Daraus folgt, dass zwei Functionen 
von x, welche dieselbe Ableitung haben, sich nur um eine 
Grösse unterscheiden können, welche die Ableitung Null hat, 
und folglich von x unabhängig is. Man hat also folgenden 
wichtigen Satz: 


Man erhält die allgemeinste Function, welche 
zur Ableitung eine gegebene Function hat, wenn 
man eine besondere Function sucht, die dieser Bedin- 
gung genügt, und zu ihr eine willkürlicheConstante 
addirt. 

20. Man hat es bequem gefunden, Grenzen von Ver- 
hältnissen durch genaue Verhältnisse darzustellen, und man 
hat den Namen Differentiale der Variablen Grössen bei- 
gelegt, welche zu einander Verhältnisse haben, die gleich sind 
den Grenzen der Verhältnisse der Incremente oder Differenzen 
dieser Variablen. Die Differentiale sind demnach nicht voll- 
kommen bestimmt; man kann eines von ihnen willkürlich neh- 
men: ihre Verhältnisse allein sind bestimmt. 


Das Differential einer Function von æ ist also nichts An- 
deres als das Product seiner ‘Ableitung nach æ mit dem Diffe- 
rential von æ; und man stellt sich dieselbe Aufgabe, ob man 
die Ableitung oder das Differential einer Function von einer 
einzigen Variable sucht. 


21. Wir wollen hier eine Bemerkung machen, die uns 
oft nützlich sein wird. Es seien z, y, z, u, v etc. eine belie- 
bige Zahl Variablen, welche von einer einzigen abhängen; 
a, b, c, d, e etc. ihre entsprechenden Incremente, die wir unend- 
lich klein voraussetzen; œ, ß, y, Ô, € etc. Grössen, von denen 
die erste willkürlich ist, während alle anderen so gewählt sind, 
dass das Verhältniss von je zwei sich folgenden gleich ist der 
Grenze des Verhältnisses der entsprechenden Incremente. Hier- 
aus folgt nothwendig das Verhältniss von irgend zwei nicht 
unmittelbar sich folgenden Grössen gleich der Grenze des Ver- 


MER £ ERN SEN 
‚hältnisses der correspondirenden Incremente: z. B. ist — die 


b 
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Grenze von. In der That, geht man durch die zwischen v 
und y befindlichen Grössen, so hat man die Identität 
e e d c 


Ye 7 = Sg . "a . BE . 
Nun hat das zweite Glied zur Grenze das Product der Gren- 


zen seiner Factoren, d. h. BR A.A „oder afe und da das 
ORE A ß 

erste Glied die nämliche Grenze haben muss, so folgt, wie wir 

behauptet haben, dass — die Grenze ist von ge 


ß 


Verschiedene Bezeichnungen. 


22. Das Increment einer Variable wird durch ein 4 
ausgedrückt, das man dieser Variable vorsetzt; das Differential 
ebenso durch ein d. Hiernach sind 4g, Ay, Az etc. die 
Differenzen der Variablen x, y, z etc.; und dæ, dy, dz ete. 
sind ihre Differentiale. 

Die nach x genommene Ableitung einer durch F(x) oder 


durch y bezeichneten Function kann also durch ar oder 


5y ausgedrückt werden. Es ist dies die Bezeichnung von 


Leibnitz; und sie ist nichts Anderes als lim EI oder 


un ED, wenn 4 æ gegen Null convergirt. Nach Lagrange 
bezeichnet man sie durch #” (x) oder y‘, indem man die Func- 
tion accentirt, deren Ableitung man ausdrücken will. 

Wenn 7x unendlich klein ist, d. h. gegen Null conver- 
girt, so hat man 


4 
a = Fe) + a, 


wo œ unendlich klein ist, weil 2y zur Grenze F“ (x) hat. Hier- 


aus folgt 
Ay = Fe) Aæ + ada. 


" 
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Ay unterscheidet sich also von #”(x) 1x nur um eine gegen 
Ay ‘selbst unendlich kleine Grösse. Nimmt man daher die 
willkürliche Grösse dæ gleich fx, so unterscheiden sich die 
beiden Grössen /y und dy nur um eine gegen sie selbst 
unendlich kleine Grösse, und können deshalb für einander ge- 
setzt werden, wenn es sich nur um Grenzen von Verhältnissen 
oder Summen handelt. Also kann man dy für die unendlich 
kleine Differenz von y, welche der unendlich kleinen Differenz 
dæ entspricht, nehmen; und daher ist die Benennung Diffe- 
rential gekommen. 

Die vorige Gleichung zeigt, dass 4y zuletzt beständig 
von demselben Zeichen ist wie #’(z) 1x; demnach sind 4y 
und fx von demselben Zeichen, wenn #”(x) positiv ist, und 
von entgegengesetztem Zeichen, wenn #”(z) negativ ist; hier- 
aus folgt der wichtige Satz: 

Eine Function variirt in demselben Sinn wie die 
Variable, von welcher sie abhängt, wenn ihre Ab- 
leitung positiv ist, und in entgegengesetztem Sinn, 
wenn ihre Ableitung negativ ist. 


23. Da die Ableitung einer Function von æ im Allge- 
meinen selbst eine Function von æ ist, so kann man ihre Ab- 
leitung nehmen, welche man die zweite Ableitung der ersten 
nennt und durch F” (x) bezeichnet. Die Ableitung dieser neuen 
Function heisst die dritte Ableitung von F (æ) und wird durch 
F“ (x) dargestellt; und allgemein bezeichnet man die nte Ab- 
leitung durch F" (æ). 

Differentiiren wird die Operation genannt, welche zum 
Gegenstande die Auffindung des Differentials einer Function 
hat, und Ableiten (Deriviren) diejenige, wodurch man die 
Ableitung findet: gleichwohl wird durch den ersten Ausdruck 
oft die zweite Operation bezeichnet. Uebrigens machen diese 
beiden Aufgaben, wie oben bemerkt, nur eine aus. 


Von den einfachen Functionen, den Functionen 
von Functionen und den zusammengesetzten 
Functionen. 


24. Die Art der Abhängigkeit einer Grösse von einer 
anderen ist einer unbegrenzten Mannigfaltigkeit fähig. Unter 
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allen möglichen Formen von Functionen hat man eine gewisse 
sehr kleine Anzahl ausgewählt, auf welche man alle anderen 
zurückzuführen sucht. Sie sind solche, dass man durch die 
ersten Operationen der Arithmetik oder vermöge voraus be- 
rechneter Tafeln mit einem binreichenden Grade von Annähe- 
rung ihre Werthe erhalten kann, welche beliebigen numerischen 
Werthen der Variable entsprechen, von welcher sie abhängen. 

Diese Functionen, welche man einfache nennt, sind die 
folgenden, worin « eine von der Variable æ unabhängige 
Grösse bezeichnet, 


a k j 
a -+ æ, a — at, as, #2; x" (wo m irgend eine reelle 


Zahl), a”, sinæ, cosg, tang x, cotgw, seew, cosec®; und die 
umgekehrten Functionen logx, are sinæ, arc cos, arc tung ®, 
ATC cotg L; ATC sec ©, ATC COSCC X. 

Man kann eine beliebige Function von æ den Operationen 
unterwerfen, welche eine neue Function constituiren; man hat 
dann eine Function von einer Function von æ. Betrachtet man 
diese selbst als eine Variable, so kann man auch sie den Ope- 
rationen unterwerfen, welche eine neue Function constituiren, 
und so fort. Die Functionen, welche man äuf diese Weise er- 
hält, werden im Allgemeinen Functionen von Functionen 
genannt. 

Wenn eine Function abhängt von mehreren Functionen 
von æ, so nennt man sie eine zusammengesetzte Function von 
x, und dies ist der allgemeinste Fall der explieiten Functionen. 

25. In allen Fällen ist klar, dass wenn zwei Functionen, 
welche irgend eine Zahl von Variablen enthalten, die von einer 
einzigen abhängen, immer gleich sind, welchen Werth man 
auch dieser Variable geben mag, dass dann ihre correspon- 
direnden Incremente immer gleich sind, und folglich auch ihre 
Ableitungen, sowie ihre Differentiale. 

Daraus geht hervor, dass wenn eineGleichung statt- 
findet für jeden Werth der unabhängigen Varia- 
ble, die Ableitungen oder die Differentiale ihrer 
beiden Glieder gleich sind, welchen Werth man 
auch dieser Variable geben mag. 

Wir gehen dazu über, die Principien auseinanderzusetzen, 
vermöge welcher man die Bestimmung der Differentiale-oder 
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der Ableitungen aller dieser Functionen zurückführt auf die- 


jenige der Differentiale oder Ableitungen der einfachen Func- 
tionen. 


Differentiation der Functionen von Functionen. 


26. Betrachten wir eine Function u von æ, die bestimmt 
wird durch die Folge von Gleichungen 
u = Fl), z =f 0), y = p (2); 
und suchen wir ihre Ableitung nach x oder die Grenze des 
Verhältnisses En dessen beide Glieder gegen Null conver- 
giren. Es seien 
du, dz,.dy, dx 
immer solche Grössen, dass das Verhältniss von zwei sich fol- 
genden die Grenze ist von dem Verhältniss der correspondiren- 
den Incremente 
Au, dz Ay, Au. 
In Nr. 21 haben wir gesehen, dass das Verhältniss von irgend 
zwei der Grössen dw, dy etc., z. B. du und dæ, sein wird 
die Grenze von dem Verhältniss der ihnen correspondirenden 
Au, Ax etc. und somit die Ableitung von u in Bezug auf «. 
Man hat nun identisch 
du _du dz dy 
de dz” dy” dæ 
Also ist die Ableitung von u nach æ das Product der Ablei- 
tungen von u nach z, von z nach y, und von y nach «. 

Dies ist das Princip der Differentiation der Functionen 
von Functionen. Es hat offenbar Geltung, welches auch die 
Zahl der gehäuften Functionen sein mag; und es führt zurück 
auf die einfache Differentiation einer jeden dieser Functionen 
für sich betrachtet. 


Differentiation der umgekehrten Functionen. 


27. Es ist sehr leicht, die inverse Function von einer 
Function, die man differentiiren kann, zu differentiiren. Es sei 
vorgelegt die Function F (æ), von welcher die umgekehrte 9 («) 
ist; dies bedeutet, dass wenn man setzt 
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æ = ọ (y). 
Diese beiden Gleichungen sind dieselben unter einer verschie- 
denen Form, und geben dieselben correspondirenden Incremente 
für z und y. Es seien dw, dy Grössen, deren Verhältniss die 
Grenze ist von dem Verhältniss der Incremente Ix, Ay; die 
letzte Gleichung giebt 


y = g’ (y), 
daher 
ar BEE. A 
dæ gy)’ 
das heisst 
1 1 


P P [FE] 
woraus folgt, dass um die Ableitung zu erhalten von einer 
Function F (æ), welche die inverse ist von der Function ọ (x), man 
nur den Reeiproken der Ableitung @’(z) zu nehmen und darin 
x durch die vorgelegte Function F(x) zu ersetzen braucht. 


Ausdruck für das unendlich kleine Increment einer 
Function von mehreren abhängigen oder unabhän- 
gigen Variablen. 


28. Betrachten wir eine Function y, welche abhängt 
von zwei Variablen u, v, und es sei 
= Fu, nv) 
Ertheilt man u und v unendlich kleine Incremente Zu, Av, 
welche abhängig oder unabhängig von einander sind, je nach- 
dem u und v selbst es sind, so ist das entsprechende Incre- 
ment von y 
Ay = F(u + du, v + Av) — F (u, v), 
und man kann dasselbe darstellen in der Form 
Ay = F (u + 4u, v) — F (u, v) 
+ F(u + 4u, v + Av) — F(u Au, v): 


Die beiden ersten Glieder kann man auch so schreiben: 


F(u + Ju, v) — F (u, v) Kp» 
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Der Coöfficient von fu unterscheidet sich nur um eine 
unendlich kleine Grösse von der Ableitung von F(u, v), welche 
in Bezug auf u genommen ist, während v als constant betrach- 
tet wird. Es sei F, (u, v) diese Ableitung, welche man par- 
tielle Ableitung von F(u, v) oder y nach u nennt; der vor- 
stehende Ausdruck lässt sich dann darstellen unter der Form 

[Fi (u, v) + a] Au, 
wo œ eine Grösse bezeichnet, welche mit 4u Null wird. 
Den zweiten Theil kann man darstellen unter der Form 
F(u + du, v + 4v) — F(u + Ju, v) 
EE TEEN s a GE dv, 
und der Coëfficient von 4v unterscheidet sich von der Ablei- 
tung von F(u + Au, v) nach der allein als Variable betrach- 
teten Grösse v nur um eine Grösse f, welche mit 4v Null 
wird. Es sei F,(u,v) die partielle Ableitung von F(u, v) 
nach v; dann kann man den zweiten Theil von 4y schreiben 
[F; (u + 4u, v) + p] Le. 
Aber F,(u + Ju, v) ist von F, (u,v) nur um eine Grösse 
verschieden, welche Null wird mit 4u; addiren wir diese zu 
ß, und bezeichnen ihre Summe durch a‘, so hat der zweite 
Theil von 4y zum Werthe 
[F (u, v) + a] Av; 

und folglich wird, wenn wir beide Theile von 4y vereinigen, 

Ay =[F; (u, V) + a] 4u 4+ [F (u, V) + e] Lv. 
Nun ist «Aw unendlich klein gegen den ersten Theil, also 
auch gegen Ay selbst; ebenso ist « Av gegen Ay unendlich 
klein, mögen fu und 4v von einander abhängen oder 
nicht. Bezeichnet man daher durch œ eine gegen 4y unend- 
lich kleine Grösse, so hat man 

Ay = F (u, vV) Au + F, u, 9) Av + w. i 

Die partiellen Ableitungen F, (u, v), F, (uw, v) stellt man dar 
durch u AA nE s o) oder ai y man muss sich 
du dv du dev 
aber wohl erinnern, dass diese beiden dy verschieden sind und 
die, auf die Variation einer einzigen der Grössen u, v bezüg- 
lichen Differentiale von y darstellen: man nennt sie die par- 
tiellen Differentiale von y nach u oder v. Euler hatte vor- 


geschlagen, diese partiellen Ableitungen so zu schreiben: (2) 
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Ea Man hat später diese Klammern weggelassen, weil bei 


einiger Aufmerksamkeit jedes Missverständniss unmöglich wird. 
Die letzte Gleichung wird nun so geschrieben: 


dy =L duti +; 


und es ist gut sich zu erinnern, dass œ aus einem Theile be- 
steht, der, nachdem man ihn durch 4u dividirt hat, noch Null 
wird, wenn man darin fu — 0 setzt, und aus einem anderen 
Theile, der, nachdem man ihn durch 4v dividirt hat, Glieder 
enthält, von denen die einen Null werden für Au —= 0 und 
die anderen für 4v = 0. 

Analoge Resultate würde man erhalten für irgend eine 
Zahl von Variablen u, v etc., möchten diese vollkommen un- 
abhängig, oder von einander, oder von irgend welchen anderen 
Variablen abhängig sein. 


Differentiation der zusammengesetzten Functionen. 


29. Es sei 
T OAE we 
und 
u = fæ oip (a o e r, 
so ist y eine zusammengesetzte Function in Bezug auf «. 

Um ihre Ableitung zu erhalten, bemerke man, dass man 
nach dem Vorhergehenden hat, wenn man die Incremente un- 
endlich klein voraussetzt, 

dy =t dut H 4 204. .. +0, 
während ® unendlich klein ist gegen 4y oder irgend eine an- 
dere der Differenzen. 

Indem man durch 4æ theilt und zu den Grenzen über- 
geht, folgt 

d dy du dy dv  dy dw 
ne et ur, 
in welchem Ausdrucke man aber nicht vergessen darf, dass 


.., 


dy dy dy i 3 > A} . . Ä 
ea die partiellen Ableitungen der Function y sind 
Wäre x unmittelbar in F (u, v, w,...) enthalten, wäre z. B. 
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u nichts Anderes als x, so würde dy zu ay und wäre die par- 


tielle Ableitung der Function ‘in Bezug auf x; wogegen das 
d N i , dh: 4 
Ber des ersten Gliedes die totale Ableitung der Function ist, 
in welcher man alle von‘= abhängigen Grössen varüirt. Man 
wird niemals den Sinn dieser Bezeichnungen missverstehen; um 
jede Besorgniss darüber zu vermeiden, hatte Euler vorge- 
schlagen, wie wir bemerkt haben, die partiellen Ableitungen ein- 
zuklammern; man hat aber dieser Vorsicht entsagt. 

Multiplicirt man die vorstehende Gleichung mit dx, so 
folgt 


d d d 
dy = F% du + 3% do + dot... 


Man kann demnach das folgende Princip der Differentiation 
der zusammengesetzten Functionen aussprechen: 

Das Differential einer zusammengesetzten Func- 
tion ist gleich der Summe ihrer partiellen Differen- 
tiale, welche sich beziehen auf jede der unmittelbar 
in der Function vorkommenden Variablen. 

Was die Differentiale du, dv ete. dieser letzten betrifft, 
so beziehen sie sich sämmtlich auf ‘das Differential dæ der ein- 
zigen Variable, von welcher jene abhängen. 

80. Lehrsatz über die homogenen Functionen. — 
Die Differentiation der zusammengesetzten Functionen liefert 
den Beweis eines merkwürdigen Lehrsatzes über die homogenen 
Functionen. Man nennt eine Function mehrerer Variablen ho- 
mogen und vom Grade m, wenn dadurch, dass man jede Va- 
riable mit einer Unbestimmten ? multiplicirt, die Function mit 
¿a multiplicirt wird. 

Es sei nun u = F (æ, y, z, . - .) eine homogene Function 
vom Grade m, und p(z, y 2, » . +), ®(@, Y, 25...) etc. seien 
ihre partiellen Ableitungen in Bezug auf æ, y, z etc., so hat 
man nach der Definition 
(1) F (tæ, tia td. m F (x, TEL RE 
Differentiiren wir die beiden Glieder in Bezug auf ż allein, so 
kommt 
p (tæ, ty, tz,.. )a-t-Ylte, ty, t2,...)y-+..- =mt1F(a,y, 2); 
setzen wir in dieser Identität 2 — 1, so ergiebt sich die andere: 
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Dies ist der Lehrsatz von den homogenen Functionen. 
Man kann bemerken, dass, wenn man in der Identität (1) 


setzt t — L, dann folgt 


F (2; a ERS. Er Er.) 


Also hängt eine a Function vom Grade m, wenn man 
sie durch die Potenz m einer der Variablen theilt, nur noch ab 
von den Verhältnissen der anderen Variablen zu der ersten. 


Differentiale einer Summe, eines Products, oder 
eines Quotienten. 


31. Die Regel der Nr. 29, wenn man sie auf eine 
Summe von Ausdrücken anwendet, zeigt, dass das Differential 
einer solchen Function die Summe ist der Differentiale eines 
jeden Summanden, was übrigens für sich klar war. 

Setzt man darauf y — uvw ..., so giebt dieselbe Regel, 
indem man beachtet, dass allgemein d[AF(z)] = AdF(«), 
wenn A ein constanter Coëfficient, 


dy=vw...du+uw...dvotuv...dw-+t..., 
oder 


dy=uvw... tuye A .). 


Es sei endlich y = “ , also vy = u. Differentiiren wir 
beide Glieder, so folgt 
ydv + vdy = du, 
daher 


d du dv du udv 
y = —— er. = 


v v v y? 


was man so schreiben kann: 
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Wie man die Differentiation jeder expliciten Func- 
tion auf die der einfachen Functionen zurückführt. 


32. Betrachten wir jetzt irgend eine explicite Function 
von æ: dieselbe zeigt eine Reihe von Operationen an, welche 
man ausführen soll, sobald man willkürlich einen numerischen 
Werth für æ gewählt hat. Diejenige dieser Operationen, welche 
zuletzt geschehen muss, und deren Resultat der Werth der 
Function ist, bezieht sich entweder auf eine einzige oder auf 
zwei mit æ variable Grössen; im letzteren Falle reducirt sich 
das Differential dieser Function, nach der Regel von den zu- 
sammengesetzten Functionen, auf den Fall, wo eine einzige der 
beiden Grössen variabel ist, und dann hat man nur noch eine 
einfache Function zu betrachten. Wenn man daher die Dif- 
ferentiale aller einfachen Functionen finden könnte, so könnte 
man das Differential der vorgelegten Function finden mit Hülfe 
der Differentiale der Grössen, mit welchen die letzte Operation 
vorgenommen werden muss. Die Aufgabe ist also darauf zu- 
rückgeführt, diese Differentiale zu bestimmen, welche die Dif- 
ferentiale sind von weniger complicirten Functionen als die 
vorgelegte, und welche in gleicher Weise auf diejenigen von 
noch weniger complicirten Functionen zurückgeführt werden, 
bis man endlich auf einfache Functionen kommt. 

Alles reducirt sich demnach auf die Differentiation dieser 
letzten, und mit ihr werden wir uns jetzt beschäftigen. 


Differentiation der einfachen Functionen. 


383. Differential von lege. -— Es sei y — log x für 
irgend eine Bäsis a, so hat man 


Ay = log ( + La) — loga = log (14+ - 


und folglich 
Ax 


A Ax 
dA x Br $ ; 
Setzt man o œ, und substituirt in dem zweiten Glied, so 


kommt 
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a 31 piran 
=l to = — L oga ii. 


Nun weiss man, dass (1 + Py gegen die Basis e des Neper’- 
schen Systems convergirt, wenn «œ gegen Null convergirt (Note 1.): 


Z 


also ist log e die Grenze von ay 
x Ax 


Man kann demnach schreiben 


ay i uge. oder dit [ de. 
dæ æ æ 


Bemerkt man, dass log e =, wo l die Neper’schen 


Logarithmen bezeichnet, so kann man schreiben 


für a =e wird y == laind 
1 
y=—, = 


Für a = 10 hat der Modul loge den Werth loge = 
0,4342945. ; 

84. Differential von a”. — Wir betrachten jetzt die 
inverse Function y = a”. Nach der Regel, welche allgemein 
für die inversen Functionen gegeben wurde, und deren Her- 
leitung man in jedem besonderen Falle wiederholen könnte, ist 


A Yun 


und folglich 
dy = ar la de. 

Man kann auch das Differential von a” direct finden und 
daraus das der inversen Function log æ herleiten. In der That, 
für y = a” hat man 

Ay = art4r — ar = a? (adt — 1), 
daher 


Ay —— a7? ade — 1 —1 
4a” Aa 


dr _ 
‘Alles kommt also darauf an, die Grenze von I DE l zu finden 
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x 


oder der Bequemlichkeit wegen von ‚ wenn & gegen 


Null convergirt. 


Setzen wir 


— 1 = ßĝ, also a* = 1 + ßĝ, 
und folglich 
ala = l(1 + b), 
so ergiebt sich 
ač — 1 b la 


La +e 


Da nun, wenn ß gegen Null, (1 + pF gegen die Grenze e 
convergirt, so ist 


ar — 


lim = la, 


und folglich 


m — arla, und dy — a® la da. 
35. Differential von am. — Es sei y = «”, so hat 
man, wenn man die Logarithmen für die Basis e nimmt, 
Iy—= mie; 
nimmt man die Differentiale beider Glieder, so kommt 
2i =m A: daher dy = 2, de. 
y g & 
Ersetzt man nun y durch x”, so hat man, was auch m 
sein mag, 


d 
FR $l N ER _1 
dy = men rays ee 


Wenn y und «æ nicht positiv wären, so würden die Loga- 
rithmen imaginär sein; um diese Schwierigkeit zu vermeiden, 
erhebe man die Gleichung y — «” auf das Quadrat, welches 
giebt 

y? = (#)", 
und, wenn man nun die Logarithmen nimmt, 
ly? — mla. 
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Differentiirt man, so kommt 


d(y? d (x? 
LU) —_m H 


’ `~ 


und da man leicht findet, dass 
d(y?) = 2ydy, d(a?) = 2rda, 
so wird diese Gleichung 


dy _ mda 
ae ZN 


und folglich 


dy = ma da, und 2y SATA, 


dæ 
wie vorher. , 
In dem besonderen Falle m = — 1 findet man 
FOR DRR, 
EEE 


Für m = Y, hat man 


dæ 
dV z= . 
: 2V a 

36. Man kann zu dem Differentiale von «” direct gelan- 
gen. Setzt man zuerst m ganz und positiv voraus, so hat man, 

indem man x” durch y bezeichnet, 
I4dy=maı!da Me 
theilt man durch 4x und geht zur Grenze über, so folgt 

dy = md. 


am— Ax? +: $ 


Es sei jetzt m = f. p und q aber ganz und positiv, so 


hat man 
2 
y=#t, abo yt — m. 
Durch Differentiiren kommt 
qy! dy = pæ- de, 


- 


daher 


g?—l 2 
q 


dy= P > 
g y! 
Da diese Formel wahr ist, welchen commensurabeln Werth 
m haben mag, so ist sie noch wahr, wenn m incommensura- 
bel ist. 

Duham èl, Diff.- und Int.-Rechnung. s 3 


} q 
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Es sei endlich m — — n, und n irgend eine positive Zahl, 
so hat man 


ya — =, daher ya” — 1. 


Durch Differentiiren kommt, wenn man auf das erste Glied die 
Regel der zusammengesetzten Functionen anwendet, 
ady + naær—lyde = 0, 
folglich 
` == na "lde manTide. 

Welchen Werth also m haben mag, so ist das Differen- 
tial von æ», wie wir schon gefunden hatten, mar —!de. 

37. Differentiale von sin z, tang æ, sec æ. — Die 
trigonometrischen Linien sind Functionen des entsprechenden 
Bogens (man sehe in den geometrischen Anwendungen das 
Stück über. die Länge der krummen Linien): wir können also 
ihre Differentiale suchen, welche dem Differential des Bogens 
entsprechen. In allen diesen Rechnungen setzen wir voraus, 
dass der Radius zur Einheit genommen wird. 

Es sei zunächst 

y= sine, 
so folgt 
Ay=sin(e+-40) — sina = 2 sin LF a (2+ =). 
daher 
er E, 
sin —— 
PEN 


Ay _ 2 
I«x dx cos (2 + 2 
Tae 


Wenn nun ein Bogen gegen Null convergirt, so convergirt 
das Verhältniss des Sinus zum Bogen gegen die Einheit, sowie 
das Verhältniss der Tangente zum Bogen, oder des Sinus zur 
Tangente, daher 

, Ja 


sn —— 


lim — 1: 


2 
also ist die Grenze des zweiten Gliedes cos x. 
Man hat demnach 
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woraus folgt 
dy — cosa dt, 


oder 
d sin æ — cosg d æ. 


Es sei jetzt y — tang x, so hat man 
tang © + tang d æ tang A x (1 + tang z?) 


EUR 1 — tanga tang de Ban A tang x tang A w ’ 
daher u 

Ay __tangda 1+ tangas? _ 

Az Ax 1—tangatang da’ 
und, indem man zu den Grenzen übergeht, 

er ar re 

37 1 + tang æ? = sec x? = vet, 
und folglich 

da 
dy = dtangz — ch 


Man gelangt zu demselben Resultate, wenn man beachtet, dass 
_ tang æ gleich = ist, und die Regel für das Differentüren der 


Quotienten anwendet. i 


; 4 1 
Endlich sei y = sec x = —— , so hat man, nach der Re- 
cos & 


gel von den Brüchen 
d cosx _sınzda 
cos æ? — cosg? 
folglich d sec æ — tang æ sec æ dæ. 
Dasselbe erhält man, wenn man bemerkt, dass 
1 1 

SAAE ETA 

und die Rechnungen wie in den vorigen Fällen entwickelt. 


— tang a secs da, 


dy = — 


38. Differentiale von cos æ, cotg æ, cosec v. — Be- 
trachten wir jetzt dieselben Functionen wie vorher, aber von 
x 
dem Complement Daa des Bogens «. 


Bemerken wir hierzu, dass man allgemein hat, indem man 


2 
Functionen von Functionen anwendet, 


Bi x als eine Function von x betrachtet, und die Regel für 


3* 
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r À . y BEN 3 

ar (4— 2) =r (3 er O —# (3 z) 

Demnach muss man für die drei Functionen cos æ, cotg ®, 


cosec x, welche nichts Anderes sind als sin( Z Ei 2), tang (3 = s), 


sec G — z), respective die Ableitungen der Functionen 


i i Re; 
sin x, tang æ, sec x nehmen, darin — — x statt æ setzen, und 


2 
dann mit — dx multipliciren. Dies giebt 
da 


d cosa = — eng de, d cotge = — ——, 
sin g? 


d cosec æ — — cotg æ coseca dw. 


39. Differentiale der umgekehrten trigonometri- 
schen Functionen. — Wir haben gesehen, dass man, um 
die Ableitung einer Function y von æ zu erhalten, nur die 
Einheit zu dividiren braucht durch die Ableitung der umge- 
kehrten Function, in welche man y als Variable zu setzen hat. 

Die Functionen arc sin x, arc tang x, QTC sec æ, arc cos ®, 
arc cotg æ, arc cosecæ haben respective zu inversen Functionen 

Sin 2, tang X, SEC L, COS L, Ccolg V, COSEC ©; 
man findet also: 
de da 


fii yz=.arc ano, T = = Vin’ 
d 
für y = are tang a, dy = cosy? de — i Tra 
fü dæ dæ 
ür y = arc sen, dy = — = _——, 
tangy secy z Vz?—1 

für y = are cosg ae ne e 

4 siny Taya 
für y = arc cotgx, dy = — siny? de = — E 

dæ dæ 


für y = are coseen, dy = — ia — — 


cotg y cosecy ityn] Pr | 
Es ist wohl zu bemerken, dass die in diese F se einge- 
henden Wurzeln bald mit dem Zeichen +, bald mit dem 
Zeichen — zu nehmen sind; man erkennt das zu nehmende 
Zeichen, indem man die trigonometrische Linie betrachtet, welche 
es eingeführt hat. 


+ 
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Die drei letzten Differentiale sind gleich den drei ersten, 
wenn man absieht von den Zeichen, welche gleich oder ungleich 
sein können‘; und dies hat seinen Grund darin, dass die Summe 
oder die Differenz der beiden entsprechenden Bogen eine Con- 
stante ist. 

Die‘ Zeichen, welche wir den Wurzeln in diesen Formeln 
gegeben haben, beziehen sich auf den Fall, wo der Bogen zwi- 


schen 0 und 5 liegt. 


Man kann die Differentiale. der trigonometrischen oder 
Kreisfunctionen auch durch sehr einfache geometrische Be- 
trachtungen finden, wobei wir uns nicht aufhalten. 


40. Nachstehende Tabelle enthält die Differentiale aller 
einfachen Functionen. Wir bezeichnen darin durch den Buch- 
staben Z die Logarithmen für irgend eine Basis und durch l 
diejenigen, welche sich auf die Basis von Neper beziehen. In 


den umgekehrten Kreisfunctionen setzen die Zeichen der Wur- 
x 


zeln voraus, dass der Bogen zwischen 0 und 2 liegt. 
dar —narldeldsinz = coss dæ Jika = BREC. Al 
Vi—a 
dLa= Le d tang a = 4e darctang s = i = 
dx da 
dla=- dseex = tang a sec da darc sec æ mieie 
. dæ 
da: =afladz\d cosx =— sing dæ darc cos æ REN 15 we 
der = e dg |dcotg s = - ELA dareootge=— Fa; 
dcosecæ=— cotg æ cosecada| darecoseexr— — Ta 


Es ist zu bemerken, dass diese Differentiale der einfachen 
Functionen keineswegs voraussetzen, dass x die unabhängige 
Variable ist. Sie entsprechen dem Differentiale dx; und dieses 
kann von jenem irgend einer Variable abhängen, von welcher 
æ abhängen würde, ebenso gut als es ganz unabhängig sein 
kann. So würde man haben 
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dLE (a) = n[F(e)P -!dF(e), 

dem [Em] = cos[F'(&)]dF (@), -- - : 
Es ist dieselbe Betrachtung, welche uns zur Differentiation der 
Functionen von Functionen geführt hat. 


41. Das umgekehrte Problem der Differentiation. 
— Die vorstehenden Formeln ermöglichen in einigen Fällen 
die Auflösung .des umgekehrten Problems, welches darin be- 
steht, von einer Ableitung oder einem Differentiale zu der 
Function zurückzugehen, welche sie hervorgebracht hat. Man 
braucht sich nur zu erinnern, dass zwei Functionen, welche 
einerlei Differential haben, zur Differenz eine Grösse geben, 
deren Differential Null, und welche folglich constant ist, d. h. 
unabhängig von der Variable, die man betrachtet. Man sieht 
also, dass die allgemeinsten Functionen, welche zu Differentialen 
respective die Ausdrücke haben 
win, cos æ d æ, Hih de ry ai IRANE 

V1— a: VI— a a 

folgende SH wenn man durch C eine willkürliche, von æ un- 


abhängige Grösse bezeichnet, 


o E EA ade A 
u „læ + C, Ture sine + C, cosa + C, 
arc sin æ + C, arc cos. æ + C,...; 
und allgemeiner, wenn X irgend eine Function von æ bezeich- 
net, so sind die allgemeinsten Functionen, welche zu Differen- 
tialen haben 


XmdX, t5, aXdX, cos Xd X, sin XdX, 
dX = dE 
a a 
nachstehende: 
Xm+1 
SU 0% IX + 0,7 + C, sn X + C, — cos X+ C, 


m- 
arc sin X + C, are cos X+C,.... 
Es versteht sich von selbst, dass wenn die Differentiale mit 
einem constanten Factor multiplicirt wären, man nur mit die- 
sem Factor die entsprechenden Functionen zu multipliciren 
hätte. 


ande, ax 
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Differentiale der impliciten Functionen. 


42. Wollte man unter der Bezeichnung implicite Func- 
tion eine jede Function verstehen, deren Form nicht explicit 
gegeben, welche aber durch die Bekannten der Aufgabe voll- 
ständig bestimmt ist, so würde man in eine zu grosse Allge- 
meinheit gerathen, und es würde nicht möglich sein, allgemeine 
Regeln für ihre Differentiation zu geben. Wir werden also 
unter dieser Benennung nur solche Functionen verstehen, wel- 
che mit den Variablen, wovon sie abhängen, verbunden sind 
durch Gleichungen, deren beide Glieder explicite Functionen 
von allen diesen Grössen sind. 

Wir betrachten zuerst den Fall, wo man nur eine Glei- 
chung hat; dieser Fall umfasst zwei andere, je nachdem die 
Function von einer oder mehreren unabhängigen Variablen 
abhängt. 

Zunächst sei die Function y bestimmt durch die Gleichung 

F (2, y) = 0. 

Die Ableitungen beider Glieder dieser Gleichung, in Be- 
zug auf x genommen, müssen identisch sein, und da y eine be- 
stimmte, obwohl unbekannte Function von x ist, so erhalten 


wir nach der Regel von den zusammengesetzten Functionen 
dF .,  df dy dF dF 
2 Bord En ae 


wodurch die Ableitung oder das Differential von y bestimmt 
wird, da man die partiellen Ableitungen E, Tr der explici- 


ten Function F (æ, y) bilden kann. Man erhält also 


dF dF 
dy _ _ de in: aa 
Fi ar’ daher dy = IF de. 

dy dy 


Diese Werthe des Differentials und der Ableitung von y 
finden sich durch x und y zusammen ausgedrückt; um sie 
durch v allein auszudrücken, muss man die Gleichung F (x, y) = 0 
in Bezug auf y auflösen können; aber nichtsdestoweniger sind 
diese Formeln von grossem Nutzen selbst in dem Falle, wo 
diese Auflösung unmöglich ist. 
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43. Betrachten wir jetzt m —1 Gleichungen zwischen m 
Variablen; diese bestimmen m — 1 Variablen als Functionen ler 
mten, welche die einzige unabhängige Variable ist. Man habe also 

Fi er De, 
I E CT REE E i 
FB Y2. D= p; 


durch Differentiiren Sul dieser Gleichungen erhält man 


dF dF 

S de + É dy yt g t=, 

dFı Ha zi. Sii 

> 0 dx = dy dy -+ — dz +. e Er 0, 

dr, da + dr, dy "RL: Alis dz — ml. 
da dy dz 


Aus diesen m — 1 Gleichungen, welche in Bezug auf dy, dz etc. 
vom ersten Grade sind, findet man im Allgemeinen den Werth 
dieser m — 1 Unbekannten ausgedrückt in x, y, 2, . . . und da; 
welches Gegenstand der Aufgabe war. Wenn, für gewisse 
besondere Werthe von æ, y, z etc., alle Coäfficienten einer die- 
ser Gleichungen Null würden, so würde man sie ein- oder 
mehrmal differentiiren, bis die Coefficienten nicht mehr Null 
würden. Die Unbekannten würden dann nicht mehr linear in 
dieser Gleichung vorkommen, aber sie würden darum nicht 
weniger bestimmt sein; nur würde es mehrere Systeme von Auf- 
lösungen geben. 


Merkwürdiger Ausdruck für das Verhältniss der end- 
lichen Incremente zweier Functionen einer und der- 


selben Variable. 


44. Es seien F (æ), f(x) zwei beliebige Functionen, und 
æ, X zwei willkürliche Werthe von æ; X übertreffe x, um eine 
positive endliche Grösse h Es handelt sich darum, mittelst 
der Ableitungen dieser Functionen einen Ausdruck für das 
Verhältniss 
Fo + h) — F (2) ER. F(X) — F(s) 
fa +A — fa) T AX fe) 
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zu finden, unter der Voraussetzung, dass die Function /(«) 
immer wachse oder immer abnehme; oder, mit anderen Wor- 
ten, dass ihre Ableitung beständig dasselbe Zeichen habe, für 
alle Werthe von æ zwischen x, und X. Nehmen wir an, um 
die Gedanken zu fixiren, dass f” (x) beständig positiv sei zwi- 
schen diesen Grenzen; und es seien A, T = grösste und der 


kleinste Werth, welchen das Verben E Fa 77.0) zwischen densel- 
ben Grenzen annimmt, so hat man beständig 

E” (x) F'(&) 

Fre) S An PE 
Indem man mit dem positiven f'(æ) multiplicirt, erhält man 
die beiden folgenden Ungleichungen, welche man in entgegen- 
gesetztem Sirn nehmen müsste, wenn f’ (æ) negativ wäre, 

F' (æ) — AF (a) < 0, Fa) — Bf (a) œ> 0. 

Das erste Glied der ersten Ungleichung ist die Ableitung von 
F (æ) — Af (x), und folglich ist diese Function beständig ab- 
nehmend von =, bis zu X, da ihre Ableitung beständig ne- 
gativ ist in diesem Intervall. Man hat deshalb 


F(X) — Af (X) < Fa) — Af (2), 


daher 
F(X) — Fin) 
A aA aA 


Die zweite Ungleichung führt ebenso zu 


F(X) — F (2) 
FATE O AnA 
(x 


Wenn nun das Verhältniss 


F stetig ist zwischen z und X, 
welches z. B. offenbar der Fall sein wird, wenn F”(x) und 
f'(&) einzeln es sind, so wird es einen gewissen Werth von « 


zwischen sọ und X geben, der so ist, dass dieses Verhältniss 


S F(X) TEG. F (a M . i ig 
gmi TIEFE wird, denn dieser Ausdruck liegt zwi 
schen dem grössten und dem kleinsten Werthe von 7 e 


Bezeichnet man diesen Zwischenwerth von æ durch + Öh, 
wo 0 zwischen 0 und +1 liegt, so erhält man die nach- 
stehende Formel, von welcher wir zahlreiche Anwendungen 
machen werden, 
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ai Fern A — F) Ee to 

Ka FAS) fe F O 
Wenn man f'(x) beständig negativ vorausgesetzt hätte, so 
würde nur der Sinn der Ungleichungen entgegengesetzt ge- 
worden sein, und dieselben würden darum nicht weniger zu 
der nämlichen Formel geführt haben. Bei den Anwendungen 
dieser Formel muss man sich wohl daran erinnern, dass die- 
selbe voraussetzt, dass f’ (æ) zwischen sọ und sọ + h beständig 


dasselbe Zeichen hat, und dass das Verhältniss s E2 durch 
alle Werthe hindurchgeht, welche zwischen seinem kleinsten 
und seinem grössten liegen, wenn æ durch alle Werthe zwischen 
2 und zy + h geht. 
45. Wir wollen aus der Gleichung (1) einige Sätze ab- 
leiten, welche uns in der Folge sehr nützlich sein werden. 
Wenn man für einen besonderen Werth x, der Variable 
F (æ) = 0, f(9) — 0 hat, so geht die Formel (1), indem 
man #h = h setzt, wo h kleiner ist als h, über in 
Fa +h _ F' (+h) 
Se +h fæ t h) 
Wäre ausserdem Æ” (æo) = 0, f’ (&) = 0, so hätte man 
in gleicher Weise 

E" (xo + h) _ E” (æ + h) 

Fa Fa) Jam F isi 
wo A, kleiner als h, und wobei vorausgesetzt ist, dass = 
durch alle zwischen seinem grössten und seinem kleinsten 
liegenden Werthe hindurchgeht; folglich wäre auch 

Fao-+h _ Frwy t h) 

Fea FO Fan F h) 


Fährt man so fort, so sieht man, dass wenn man die Bedin- 


gungen hat 
s — 

F (æ) = 0, Fila) = 0, : s F) = 0, 

fo) = 0, f' (t) = 0, .. f (æ) = 0, 
und wenn die Verhältnisse der Ableitungen gleicher Ordnung, 
bis zur Ordnung n inclusive, durch alle Werthe zwischen ihrem 
` grössten und ihrem kleinsten gehen, welches stattfinden wird, 
wenn sie stetig sind, dass man dann haben wird 
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Fath _ Pa +#N 
Io FA Pat 0h) 
wo ģ eine positive Zahl bezeichnet, die kleiner als 1 ist. Wenn 
alle vorhergehenden Bedingungen erfüllt wären, ausgenommen 
F (æ) = 0, so hätte man 
(3) F (æo +h) — F (a) _ F*(& + 0h) 
fæti PeF 
46. Als Anwendung dieser letzten Formel nehmen wir 
an, dass man habe 
Fla) = (a m), 
und dass die Ableitungen der Function F (æ) sämmtlich stetig 
seien bis zu /* (x) inclusive, zwischen x, und x, + h: die Be- 
dingungen /(%) = 0; f' (a) = 0; ..., fr (20) = 0 sind 
offenbar erfüllt; und indem wir immer voraussetzen, dass 
2 (a) et. FAR 
wird die Gleichung (3) zu 
F (æ + 2 — F (a0) _ Frl sa Ep, 
a E st 


woraus eo 
hr 

Man sieht, dass wenn dial Incienmens pA von æ gegen Null con- 
vergirt, und F” (æ) endlich ist, das Increment von F(«) un- 
endlich klein von der Ordnung n sein wird gegen das von s, 
für den besonderen Werth so. 

Hat man ausserdem F(s) = 0, so geht die Formel (4) 
über in i 


hr 
(5) Fa h= ign f"@+0h. 
Wenn æ Null ist, so wird diese Gleichung zu 
‘he 
| F(h) = SFA Trage Fr (oh), 
und, indem man die Unbestimmte h in x verwandelt, 
P a E A, Vn 
(6) a E (02), 


unter den Bedingungen F(O)=0, #"(0) = 0,..., F(0)=0. 
Man kann bemerken, dass man in gleicher Weise hat 


Se RZ 
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und dass folglich in diesem Falle F (æ), für ein unendlich klei- 
nes æ, unendlich klein ist gegen F" (æ). 

Hätte man nicht F (0) = Ká so würde man statt (6) ər- 
halten = 


(7) F(&) — F(0) = > Fr (Ba). 


47. Aus dem Vorhergehenden wollen wir eine sehr ein- 
fache und in der Folge nützliche Folgerung ziehen. Sie 


F (æ) 


BE 


besteht darin, dass wenn z3 mit æ zugleich gegen Null con- 


vergirt, und wenn F (æ), Fa 1 (£), ..-, F” (2) stetig sind zwischen 0 
Piot F” (6%) 

g” 1: Birin 
darstellen lässt. In der That, aus der Voraussetzung folgt zu- 
nächst, dass 


und x, dass dann der Bruch sich unter der Form 


FO), =0, PO) =D, . ..5Fr71d0) = 05 
da ausserdem re für xz — 0 unendlich sein würde. Man 


kann deshalb hier die Forme! (6) anwenden, und man sieht folg- 
lich, dass wenn Ee) 
E (a)  ;Fr(6%) 
e an 

48. Setzt man n — 1 in der Gleichung (4), und schreibt 

x statt der willkürlichen Grösse z, so erhält man 
(8) F (e + h) — F (€) = h F’ (æ + 0h). 
Diese Formel führt unmittelbar zu einer schon früher erhaltenen 
Wahrheit, nämlich, dass es keinen von æ abhängigen 
Ausdruck giebt, dessen Ableitung in Bezug auf æ Null 
wäre für jedes =. 

Denn gesetzt es sei (x) eine solche Function, dass 
F'(&) — 0 für jeden Werth von æ, so zeigt die Gleichung (8), 
dass, was auch x und æ + h sein mögen, 

F(æ + h) — Fl) = 0, 
weil F” (æ -+ 0h) Null ist nach der Voraussetzung. Also hat 
man F(æ) = F(æ + h), und folglich hat die Function F (æ) 
immer denselben Werth, welches auch der Werth der Variable 
sein mag: sie ist mithin in Bezug auf æ constant, oder, mit 
anderen Worten, sie hängt nicht von æ ab. 


Null wird für x = 0, man hat 


www.rein.org.pl 


we We 

Hieraus folgt, dass zwei Functionen, welche dieselbe 
Ableitung in Bezug anf eine und dieselbe Variable 
haben, sich nur um eine Constante unterscheiden kön- 
nen, d. h. um eine von dieser Variable unabhängige Grösse. 
In der That, die Ableitung der Differenz dieser beiden Func- 
tionen ist die Differenz ihrer Ableitungen, also Null nach der 
Voraussetzung; diese Differenz ist daher eine Constante, wie zu 
zeigen war. 


49. Wir schliessen mit dem folgenden sehr wichtigen 
Satze. Wenn F (x, y) für jedes æ Null ist, sobald man nur 
y einen gewissen besonderen Werth a ertheilt, so werden auch 
alle Ableitungen von F(x, y), nach æ genommen, Null für y=a. 

In der That, für jeden Werth von z und A hat man, zu- 
folge der Gleichung (8), 


(9) FE (æ + h, y) — F (æ, y) =hF'(& + Oh, y), 
wo die Ableitung in Bezug auf x genommen ist. 


Nun werden die beiden Ausdrücke des linken Gliedes Null 
für y = a, also hat man F' (s + Ôh, a) = 0. 

Und da æ und h willkürlich sind, so kann man behaupten, 
dass x + dh alle möglichen Werthe annehmen kann, obgleich 
man den Werth von O nicht kennt; denn æ + Oh liegt immer 
zwischen æ und æ + h, und man kann machen, dass æ und 
æ + h immer zwischen sich einen willkürlichen Werth æ’ ha- 
ben, und sich ihm unbegrenzt nähern; woraus folgt, dass @+#h 
sich 4 unbegrenzt nähern, also alle Werthe annehmen kann, 
und dass folglich F” (x, a) Null ist, was auch æ sein mag. 

Hieraus folgert man in gleicher Weise, dass F” (æ, a) für 
jedes x Null ist, und dass dasselbe allgemein stattfindet für 
Fr(&, a). 


50. Nützlich ist noch die Bemerkung, dass wenn h gegen 
Null convergirt, und y gegen a, das zweite Glied der Glei- 
chung (9) unendlich klein sein wird gegen h, weil dann 
F'(æ + Oh, y) gegen Null convergirt. Also ist die auf 
æ sich beziehende unendlich kleine Differenz einer 
Function F(z, y), welche für jedes x unendlich klein 
ist, unendlich klein gegen das entsprechende Incre- 
ment von ®. 


\ 
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Differentiale und Differenzen jeder Ordnung von Funk- 
tionen einer Variable. 


51. Das Differential dy einer Function y von x ist selbst 
eine Function von æ, hat also auch ein Differential; und die- 
ses ist eine Grösse, deren Verhältniss zu dem Differentiale 
von æ gleich ist der Grenze des Verhältnisses des unendlich 
kleinen Increments von dy zu dem correspondirenden Incre- 
ment von x. Der Einfachheit wegen nimmt man als Differen- 
tial von æ in dieser neuen Differentiation denselben Werth wie 
in der ersten; und, im Allgemeinen, legt man ihm immer den- 
selben Werth bei für alle zu vollziehenden Differentiationen: 
man nennt dies dæ constant nehmen. Wir werden das Diffe- 
rential von dy durch ddy oder d?y darstellen, und es das 
zweite Differential von y in Bezug auf x nennen. Ebenso hat 
d?y ein Differential, welches man durch dèy bezeichnet und das 
dritte Differential von y nennt; und so fort. 

Man muss sich wohl hüten, diese Indices der Differentia- 
tion mit Potenzexponenten zu verwechseln. Die successiven 
Potenzen eines Differentials dy werden so geschrieben: 

dis dy? AU»... GM: 

Nichts ist leichter als die successiven Differentiale der durch 
y bezeichneten Function F(x) vermöge ihrer Ableitungen aus- 
zudrücken. 

In der That, man hat zuerst 

dy = F' (a) de. 

Nun ist das Differential‘ von F’(z)dx das Product von dæ in 
die nach x genommene Ableitung von /” (x) dæ, und diese ist 
F"(&) da, weil dæ unabhängig von æ. Man hat also 

d2y =F" (æ) da2. 
Ebenso 

day — F" (a) des, 
und allgemein 
dry = F” (wda, 
oder 


d” 
Ta = An (2)3 
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so dass man die successiven Ableitungen einer Function von « 
betrachten kann als die Verhältnisse der Differentiale derselben 
Ordnung dieser Function zu den Potenzen gleichen Grades 
von de. 

52. Die successiven Differentiale einer Function haben zu 
den Differenzen dieser Function Beziehungen, welche man ken- 
nen muss. 

Die Differenz 4y der Function y ist selbst eine Function 
von æ, hat also auch eine Differenz; dasselbe gilt von dieser, 
und so ohne Ende fort. Um diese successiven Differenzen der 
Function y zu bilden, nimmt man an, dass æ beständig densel- 
ben /Ziwächs X x erhält, und man bezeichnet sie in folgender 
Weise: 


Ay, By, Ay. ..,Ary. 

Die Potenzen von 4y werden so bezeichnet: 
Ay, Ay’, Ayb,..., Ay®. 

Der Satz nun, welchen wir beweisen wollen, sagt, dass man 
My _dey 


allgemein habe lim Im Im 


In der That, man hat zunächst 
AY _ m 
T” F' (æ) + o, 


wo œ Null wird, was auch æ sein mag, wenn man 4g — 0 
setzt. Nehmen wir jetzt die Incremente, welche die „beiden 
Glieder erhalten, wenn man æ noch um /x vermehrt, und thei- 


len wir sie durch 4x; das erste Glied giebt Was das 


zweite betrifft, so braucht man nur seine Ableitung in Bezug 
auf æ zu nehmen und eine Grösse zu addiren, welche mit 4 æ 
zu gleicher Zeit unendlich klein ist. Da aber © mit Ix 
Null wird, was auch x sein mag, so wird seine Ableitung zu 
gleicher Zeit Null, und folglich unterscheidet sich das zweite 
Glied von F” (æ) nur um eine mit Z/x Null werdende Grösse. 
Bezeichnen wir diese durch œ, so haben wir 
2 
TU — Fu (a) + o. 

Nimmt man wieder die Incremente beider Glieder dieser lden- 
tität, welche sich auf ein neues Increment Z/x beziehen, und 
theilt sie durch 4v, so erhält man in gleicher Weise 


Be" © 
ES MBLIDTERA. C 
W.TCH 


n 


en A 
23 
Ti = F’t(a) + ©, 
und allgemein 
My an 
An (2) =} On—13 
wo @,—ı Null wird mit 4g. 
Man hat folglich, indem man zu den Grenzen übergeht, 
Ay CSi dry 
== N Re dan’ 


lim 


wie behauptet. 
Hieraus folgt, dass wenn man 4g gegen Null conver- 


x jj 3 AE i 
giren lässt, und dz = Ax nimmt, das Verhältniss = zur 


Grenze die Einheit haben wird; und das Differential der 
Ordnung n einer beliebigen Function von æ kann 
demnach statt der Differenz derselben Ordnung 
dieser Function genommen werden, indem man eine 
gegen diese Differenz unendlich kleine Grösse 
vernachlässigt. 

Dieser Satz ist sehr wichtig, indem er erlaubt die Dif- 
ferentiale irgend einer Ordnung zu setzen statt der unendlich 
kleinen Differenzen derselben Ordnung, deren Ausdruck viel 
complicirter sein würde, und es kann dies keinen Fehler ver- 
ursachen in den Rechnungen, wo man nur die Grenzen von 
Verhältnissen oder Summen betrachtet. 

53. Bemerkung. — Wenn mehrere Functionen, welche 
man in derselben Aufgabe zu betrachten hat, alle von 
einer einzigen Variable x abhängen, so sind die unendlich 
kleinen ersten Differenzen alle durch /x oder durch irgend 
eine unter ihnen bestimmt: so wird Ay immer dasselbe In- 
crement bezeichnen, ob man es zu dz oder zu dem ent- 
sprechenden Werthe von 4g bestimmen mag, vorausgesetzt, 
dass der Werth von x immer derselbe ist. Aber 4?y wird 
nicht denselben Werth haben, wenn es die Differenz von y in 
Bezug auf x oder in Bezug auf z ausdrückt. In der That, 
im ersten Falle muss man die drei Werthe von y betrachten, 
welche x, x+ fx, x + 24x entsprechen; die Differenz des 
zweiten vom ersten und des dritten vom zweiten nehmen, und 
dann die Differenz dieser beiden Differenzen bilden. Im zwei- 


www.rcin.org.pl 


Be 5 


ten Falle muss man die drei Werthe von y betrachten, welche 
z z+ Az, z+241z entsprechen, und mit ihnen auf die- 
selbe Weise verfahren. Nun sind zwar die beiden ersten 
Werthe dieselben in beiden Fällen; aber der dritte Werth ist 
verschieden, weil mit © + 24x nicht z + 24z correspon- 
dirt: es fehlt daran eine gegen 4z unendlich kleine Grösse, 
welche man gegen die Differenzen der zweiten Ordnung nicht 
vernachlässigen darf. 

Es ist also nothwendig, mit Sorgfalt die durch 42y be- 
zeichneten Differenzen zu unterscheiden in den Aufgaben, wo 
man nicht immer dieselbe unabhängige Variable nimmt. Das- 
selbe gilt von den höheren Ordnungen. 

54. Betrachtet man insbesondere die A 

x", log 2, AE NEES OET, 
so findet man 
de am — m (m— 1). ..(m—n+ 1) amrdar, 


dwojke 12.3. a D loge n, 
dr ae — atlarda” 


; A 7 
de sin © — sin — ) der 
(= +n 5 ) ar, 


/ 
dr cosæ = cos («+ 3) da” ; 


und es ist gut, sich daran zu erinnern, dass das zweite Glied 
die unendlich kleine Differenz der nten Ordnung giebt bis auf 
eine gegen diese Differenz unendlich kleine Grösse. 


Partielle Differentiale, Ableitungen und Diffe- 

renzen der verschiedenen Ordnungen von Functionen 

mehrerer unabhängigen Variablen. Totale Differenzen 
und Differentiale. 


55. Kine Function von zwei unabhängigen Variablen, 
æ und y, kann successive in Bezug auf jede von ihnen par- 
tiell differentürt werden, und diese Differentiationen können 
in irgend einer Anzahl geschehen und in beliebiger Weise 
auf einander folgen. Die Anzahl dieser Differentiationen 
constituirt die Ordnung des Differentials, der Differenz oder 
Ableitung. Ueber ihre Bildung ist nichts Neues zu sagen, 

Duhamel, Dift- und Int.--Rechnung. 4 
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weil man bei jeder Operation nur eine einzige unabhängige 
Variable zu betrachten hat. Die partiellen Ableitungen irgend 
einer Ordnung lassen sich mit Hülfe der entsprechenden Dif- 
ferentiale in einer Weise ausdrücken, die derjenigen vollkom- 
men gleich ist, welche wir für die Functionen einer einzigen 
Variable gefunden haben. Sie haben auch dieselben Be- 
ziehungen zu den correspondirenden partiellen Differenzen; und 
die genaue Wiederholung der in dem Falle, wo man immer 
dieselbe Variable betrachtet, geführten Schlüsse führt augen- 
blicklich zu diesen Consequenzen. ‘Indessen halten wir es nicht 
für überflüssig, einige Entwicklungen über diesen Gegenstand 
zu geben. 


t m+n+p... 
Bezeichnen wir allgemein durch F d (æ, y) das Re- 


T, Y, T 


sultat von m partiellen, in Bezug auf x ausgeführten Deriva- 
tionen der Function u — F (æ, y), auf welche n partielle Deri- 
vationen des Resultats nach y folgen; worauf wieder p Deri- 


vationen nach æ folgen, und so fort. ” 
ř 3 m+n+p... 
Bezeichnen wir ebenso dürch d u das Resultat, 
2,98... 


welches erhalten wird, wenn man zuerst von u in Bezug auf 
x das partielle Differential der Ordnung m nimmt, darauf von 
dem erhaltenen Ausdruck in Bezug auf y das partielle Dif- 
ferential der Ordnung n, und so fort. Und bezeichnen wir 


m+n+ 
endlich durch 4 er "u das Resultat; welches man erhält, 


A A 


indem man auf analoge Weise die Differenzen statt der Dif- 
ferentiale nimmt. Dies vorausgesetzt, hat man zuerst nach Dem, 
was wir bei den Functionen einer einzigen Variable gesehen 
haben, indem man von den eben festgesetzten Bezeichnungen 
Gebrauch macht, 
du= = F" (a,y) da". 
Betrachtet man jetzt y als die.einzige Variable, und nimmt 
von beiden Gliedern das nte Differential, so erhält man auf 
dieselbe Weise t 
m+n m+n m,n 
d u=F (x,y) dæ dy ; 
T, Yy 
nimmt man jetzt das een Differential der Ordnung p in 
Bezug auf æ, und fährt so fort, so erhält man 
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ven, En (ay) dæ” dy wT 
LA NETT 
oder 
V ie ia a B 
m = aF =ł Bi (& y). 
deidy d asat Byes 


Die partiellen Ableitungen lassen sich demnach durch die 
partiellen Differentiale auf eine Weise ausdrücken, die der- 
jenigen analog ist, welche sich auf die Functionen einer ein- 
zigen Variable bezieht. 

56. Ferner besteht offenbar dieselbe Beziehung zwischen 
diesen Ableitungen und den entsprechenden partiellen Diffe- 
renzen. In der That, man hat zunächst, nach dem für die 

„ Functionen einer einzigen Variable Bewiesenen, 


m 


u 
a" = F” (æ,y) + o, 


wo œ mit Ag zugleich Null wird. Nehmen wir jetzt die nte 
Differenz beider Glieder in Bezug auf-y, und theilen wir sie 
durch 4y”: denselben Schlüssen zufolge muss man die par- 
tielle nte Ableitung des zweiten Gliedes in Bezug auf y neh-. 
men und dazu eine Grösse addiren, welche mit /y Null wird 
Wenn man ferner bemerkt, dass da œ mit 4x für jedes x Null 
wird, dasselbe auch für seine nte Ableitung stattfindet, so 
erhält man folgende Gleichung 
ER pa 
E WEFT Y = FÜ (»y)+ o, 
Ar” Ay 

wo œ, Null wird, wenn fx und 4y beide Null werden. 

Nimmt man darauf die pte Differenz beider Glieder in 
Bezug auf x, und theilt sie durch Zar, und fährt man so fort, 
so erhält man die allgemeine Formel 

LEEREN. x RAR 
{nn = Pai <a (wyj 
An Ay Aw i: arini 

wo & Null wird, wenn 4æ und 4y beide Null werden. 

Hieraus schliesst man endlich, wie für die Functionen 
einer einzigen Variable, 

4* 
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Ad» Ay dar... une... k dæmdyndar...? 


und ebenso würde es sein für eine beliebige Zahl von unab- 
hängigen Variablen. 

Die Bezeichnungen, welche wir angewendet haben, lassen 
sich vereinfachen in Folge eines fundamentalen Satzes, den 
wir jetzt beweisen wollen. 

57. Von der Ordnung, in welcher die Differen- 
tiationen sich folgen. — Wenn man die successiven Diffe- 
renzen einer Function in Bezug auf die verschiedenen unab- 
hängigen Variablen, welche sie enthält, nimmt, so wird man 
immer zu demselben Resultat gelangen, in welcher Ordnung 
maù diese Operationen vornehmen mag, wenn man nür 
die Zahl derjenigen nicht ändert, welche in Bezug auf jede 
Variable respective ausgeführt werden sollen. 

Es seien in der That æ und y zwei der Variablen, von 
welchen eine Function u abhängt. 

Verändert man zuerst æ in s + Aæ, so wird u 

u + Aru; 
verändert man in diesem Ausdruck y in y + 4y, so wird er 
u + Aru + Au + Aliy w 
und man hat auf diese Weise Das, was aus u wird, wenn man 
æ und y in æ + 4g, y + Ay verändert. 

Macht man die Substitutionen in umgekehrter Ordnung, 

so erhält man 

u + Ayu + Aru + i, zus 
und dieses Resultat muss mit dem vorigen identisch sein, weil 
es immer die Function u ausdrückt, in welcher æv und y mit 
æ+ Ag, y + Ay vertauscht sind. 

Man hat also identisch 

Az yu = Arte 
Theilt man jetzt beide Glieder durch 4z Ay und geht zu den 
Grenzen über, indem man fx und Ay gegen Null convergiren 
lässt, so sieht man nach dem Vorhergehenden, dass 


Fay @ y) = Fy, = (Œ, y), 
und folglich 


a a 2 
es 
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Es ist leicht zu sehen, dass wenn man successive irgend 
eine Zahl von partiellen Differenzen, Differentialen oder Ab- 
leitungen nimmt, die Ordnung; in welcher man dies thut, völ- 
lig gleichgültig ist. In der That, da die Ordnung von zwei 
sich unmittelbar folgenden dieser successiven Operationen um- 
gekehrt werden kann, so kann man machen, dass eine belie- 
bige Operation zuerst kommt, indem man sie immer um einen 
Schritt gegen den Anfang vorschreiten lässt; darauf kann man 
eine beliebige andere zur zweiten Operation machen, und auf 
diese Weise sie alle in eine beliebige Ordnung bringen, ohne 
dass das Resultat aufhört, identisch dasselbe zu sein. 

Man kann also voraussetzen, dass alle Differentiationen 
nach derselben Variable hinter einander geschehen, und die 
vorhergehenden Bezeichnungen werden dadurch vereinfacht, 
indem sie nur noch eine Anzeige für jede Variable enthalten: 
wir werden in der Folge davon Gebrauch machen. 


Man vereinfacht den Ausdruck der partiellen Ableitungen 
PR x er ` 
„ statt “2 — schreibt, welches 
dæ dy dæ dy 
angeht, weil die Exponenten von dæ und dy genügen, um 
(die Zahl der nach jeder der Variablen æ und y ausgeführten 
Differentiationen anzuzeigen. 


noch mehr, indem man 


Wenn man aber nun, um das entsprechende partielle Dif- 
ferential zu haben, die Multiplication mit dx” dy” durch Un- 
terdrückung des Nenners machte, so würde man d”+ru erhal- 
ten, einen Ausdruck, welcher keine Spur der ausgeführten 
Differentiationen mehr enthält. Man ist daher genöthigt, damit 
die Bezeichnung einen bestimmten Sinn habe, den Nenner bei- 
zubehalten und dieses Differential so zu schreiben : 

dmt» u 
dam dy” 
Viel einfscher würde es durch die schon angewandte Bezeich- 


dam dy’. 


nung a" u dargestellt werden. 


Das Bezeichnungssystem von Lagrange erstreckt sich 
auf Funcionen mehrerer Variablen; wir sprechen aber nicht 
davon, wil man keinen Gebrauch davon macht. Die Bezeich- 
nung vor Leibnitz hat die Oberhand behalten, weil sie 
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hauptsächlich den grossen Vortheil hat, die unendlich kleinen 
Differenzen sichtbar zu machen, deren Betrachtung so nützich 
ist in allen von der Mathematik abhängigen Untersuchungen. 


Totale Differentiale der Functionen unabhängiger 
Variablen. 


58. Es sei u = F (a, y), während z und y unabhängig 


wo œ unendlich klein. ist gegen I«, Ay, Au, wenn Aæ und 
Ay gegen Null convergiren. 

Die Summe der beiden ersten Glieder hat also in Bezug 
auf das totale Increment Ju die merkwürdige Eigenschaft, 
demselben gleich zu sein, bis auf eine gegen diese Differenz 
unendlich kleine Grösse. Hiernach führt uns die Analogie 
darauf, den Namen totales Differential von u nachstehendem 
Ausdruck beizulegen 

dat = dy, 
wo dæ und dy unbestimmte und unabhängige Grössen sind, 
welche wir die Differentiale von æ und y nennen. Dieser Aus- 
druck besitzt die Eigenschaft, dass man ihn, wenn man dæ 
und dy als die æ und y ertheilten unendlich kleinen Incremente 
betrachtet, statt des totalen Increments von u nehmen kann, 
indem man eine gegen dieses Increment unendlich kleine Grösse 
vernachlässigt; und folglich kann man, wie in dem Falle einer 
einzigen unabhängigen Variable, sagen, dass die Differentiale 
dæ, dy, du Grössen sind, deren Verhältnisse die Grenzen bil- 
den von den Verhältnissen der correspondirenden Differenzen 
Az, Ay, Au, indem man die Differentiale der unabhängigen 
Variablen ihren Differenzen gleich nimmt. 

Wir werden dieses totale Differential durch du bezeich- 
nen, „und es ist wohl zu unterscheiden von den partiellen du, 
welche sich in dem zweiten Gliede finden und von einander 
verschieden sind. Um jede Verwirrung zu vermeiden, muss 
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man sich hüten, dæ oder dy zu unterdrücken, und vielmehr 
schreiben 
(1) du = = dæ + A dy. 
Man kann auch schreiben 
du = d,u + d,u. 
Diese Betrachtungen finden Anwendung auf irgend eine Zahl 
von unabhängigen Variablen, und das totale Differential 
einer Function mehrerer unabhängigen Variablen ist 
immer die Summe der partiellen Differentiale in 
Bezug auf jede dieser Variablen. 
Suchen wir jetzt den Ausdruck der successiven Differen- 
tiale von u. Und bemerken wir hierzu zuerst, dass das Diffe- 
3 drtPu 
rential von Jardy 
dntr+1 u datr+1 u 
da dp * sfo dar dyrt! 


ist: es kann also gebildet werden, indem man mit det dy 


nach der eben erhaltenen Regel 


dy 


den vorgelegten Ausdruck multiplicirt, wenn man darin 


drtP u 
dar dy? 
den Index des Zählers als einen Exponenten betrachtet, und 
nach der Multiplication den Exponenten der Zähler wieder 
zum Index der Differentiation macht. Hiernach wird, wenn 


man von der Formel (1) ausgeht, das agay des per 
Gliedes erhalten, indem man dieses Glied mit $ — da SR i 7, 


multiplicirt, und die Exponenten der ae in Indices ver- 
wandelt. Für das Differential des Resultats gilt dasselbe; 
und folglich hat man, indem man durch d”u das totale Diffe- 
rential dermten Ordnung von u De die symbolische Formel 


dni i (= de + $” ni yy’, 
wo man immer versteht, dass die er der du des 
zweiten Gliedes in Indices von Differentiationen verwandelt 
werden. 
Vergleichen wir jetzt d”u mit der totalen Differenz "u. 
Nehmen wir si die Er Formel 


Au = det ge = Ay +v, 
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worin wir fx und 4y unendlich klein voraussetzen, und er- 
theilen wir æ und y dieselben Incremente fx, Ay. Das in 


; i d 
gleicher Weise berechnete Increment von =“ kann man erhal- 


dæ 
ten, indem da mit — Ag + e 4A ltiplieirt, und 
, man 77 Ir Ty y multiplicirt , 
eine gegen fx und Ay unendlich kleine Grösse hinzu addirt; 
ebenso das Increment von A Das Increment von en Aa 
dy dæ 
+ y4 y wird daher symbolisch durch das Quadrat dieses 


P dargestellt, worin man statt der Exponenten von 
du Indices setzt, und wozu man noch eine gegen 4 %2, Ag Ay, dy? 
unendlich kleine Grösse addirt. Von œ wissen wir (Seite 27), 
dass es aus Gliedern besteht, welche zu Factoren haben, die einen 
dæ, die anderen 4y, und ausserdem andere Factoren, welche, 
sowie ihre Ableitungen, mit /x und 4y Null werden; woraus 
folgt, dass das Increment von œ unendlich klein ist gegen 
dieselben Grössen 122, 424y, Jy?. Man hat daher die sym- 
bolische Förmel 


au = (F Ax z+ ay) + o, 
wo œ' unendlich klein gegen die RAN Aæ, Az Ay, Ay? 
Indem man so fortfährt, gelangt man ohne Schwierigkeit, wie 
auch die Zahl der Variablen sein mag, zu der allgemeinen 
symbolischen Formel 


gru = (F day S E Ayy + o, 

worin œ unendlich klein ist gegen Ey Product von m Facto- 
ren dg oder Ay. 

Man hat also auch diesen anderen allgemeinen Satz: 

Das totale Differential der mten Ordnung einer 
Function vonirgend einer Zahl unabhängiger Variablen, 
in welchem man dg, dy etc. gleich den unendlich klei- 
nen Incrementen dieser Variablen nimmt, unterschei- 
det sich von der entsprechenden mten Differenz nur 
um eine gegen diese selbst unendlich kleine Grösse. 

59. Allgemeine Bemerkung. — Wenn man eine 
Gleichung sucht zwischen Differentialen irgend einer Ordnung 
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von irgend welchen Functionen, und wenn, um zu ihr zu ge- 
langen, es vortheilhaft ist, zuerst unendlich kleine Differenzen 
zu betrachten, so kann man die Differentiale den correspondi- 
renden Differenzen substituiren und jede Grösse vernachlässi- 
gen, die unendlich klein ist gegen diejenigen, zwischen welchen 
man die Relation sucht. Denn wenn man die genaue Gleichung 
durch eine von den Differenzen, zu einer entsprechenden Potenz 
erhoben, theilt, und zur Grenze übergeht, so treten an die 
Stelle der Differenzverhältnisse die Differentialverhältnisse, und 
man erhält dieselbe Gleichung, zu welcher man auch gelangt, 
indem man Grössen vernachlässigt, welche nothwendig sind zur 
Genauigkeit der Gleichung zwischen den Differenzen, welche aber 
aus der genauen Gleichung zwischen den Differentialen ver- 
schwinden, mag man diese als unendlich kleine oder endliche 
Grössen betrachten. 


Totale Differentiale der verschiedenen Ordnungen 
von Functionen mehrerer abhängigen Variablen. 


60. Wenn die Variablen æ und y, welche in der Func- 
tion u vorkommen, selbst Functionen unabhängiger Variablen 
sind, so werden die sämmtlichen totalen Differentiale von u, 
das der ersten Ordnung ausgenommen, ihre Form ändern, weil 
die Factoren dx, dy nicht mehr constant sind. 

Das erste Differential von u hat also immer den Ausdruck 

du — 5% de + Fe dy 
Aber, indem man diesen Ausdruck differentürt, treten die Glie- 
der auf 


ra 9 
und man muss d?«, d?y vermöge der unabhängigen Variablen 
und ihrer Differentiale bilden nach den vorhergehenden For- 
meln. Man hat also 


d?u d?u d? u du du 
du — N RT E — 7, ut ran 


und d?u besitzt, in Bezug auf 4?u, die Eigenschaft, welche 
unabhängig von der Form bewiesen wurde, die durch Zwischen- 
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variablen zwischen u und den unabhängigen Variablen verur- 
sacht werden kann. 

Man findet ebenso die totalen Differentiale der folgenden 
Ordnungen, für eine beliebige Zahl von Variablen, die von 
irgend welchen anderen abhängen. Sind einige Variablen un- 
abhängig, so braucht man nur jene Differentiale dieser letzten, 
welche von höherer als der ersten Ordnung sind, als Nullen 
zu betrachten. 


61. Der besondere Fall, wo æ und y lineare Func- 
tionen sind. — Sind v und y lineare Functionen der unab- 
hängigen Variablen, so sind dæ und dy constant, also 

ea —=0, dy = 0, de —= 0, 
und folglich findet man in diesem Falle die EEE For- 
mel wieder 
deu — (5 de + ir NE 
welche man auf eine beliebige Zahl von Variablen ausdehnen 
kann. 


Differentiale der verschiedenen Ordnungen der 
impliciten Functionen. 


62. Nehmen wir zuerst an, die implicite Function u hänge 
ab von den Variablen x, y, und werde bestimmt durch die 
Gleichung 

Fea,yu)=', 
so haben wir 


dF dF dF 
> ander >. De ne ae 


woraus man du findet. 
Differentiirt man diese Gleichung in Bezug auf alle Va- 
riablen, und beachtet, dass du nicht constant ist, so kommt 
dF d F 
Ta de + gr ee tt 
dF dF 
— 2 ——— Be da zdita E dydu + = 0; 


daraus findet man d?u, und so fort. Auf dieselbe Weise ver- 


d2F 
5 dæ dy 
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a: (er 
fährt man bei irgend einer Zahl von unabhängigen Variablen. 
Wenn u nur von einer Variable x abhängt, so reducirt sich 
diese Gleichung auf 


PE da 24 2 Tode er - de du + ŽŽ au + u =o. 

63. Hat man zwei Gleichungen, so sind zwei Variablen 
Functionen aller übrigen; und in diesem Falle differentiirt 
man wiederholt jede Gleichung, indem man die abhängigen 
Variablen von den unabhängigen wohl unterscheidet: man 
bestimmt auf diese Weise die zweiten, dritten etc. Differentiale 
der beiden Functionen; und man verfährt ebenso, wenn man 
irgend eine Zahl von Gleichungen hat. 


Es seien z. B. die beiden Gleichungen 
Fu) =% 
f (œ, y, u) = 0, 
und y und u Functionen der unabhängigen Variable «. 


Man erhält zuerst 


woraus man dy und du findet. Differentiirt man diese beiden 
pana so folgt 

d2F d? F = 

Ta da? +55 dy? 2 Era CE Jua +27 a y+ 2, matra 


HIRA dy du + G dy + GE tu = 0, 


TA dar FA dy TA TET E EN 


da? 
+ 2i; dy du + dy A HN 


woraus man d?y und d?u findet, da dy und du bekannt sind. 
Auf diese Weise erhält man die Differentiale aller Ordnungen 
von y und vu. 
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Vertauschung der Variablen. 


64. Der Fall einer einzigen unabhängigen Va- 
riable. — Wir werden zuerst die Functionen einer einzigen 
unabhängigen Variable betrachten; und der Gegenstand, mit 
welchem wir uns beschäftigen, ist, alle Ableitungen einer Func- 
tion y nach einer Variable x, von welcher sie abhängt, aus- 
` zudrücken durch die successiven Ableitungen einer anderen 
Function u in Bezug auf eine als unabhängig betrachtete Va- 
riable z. 


Alle Grössen hängen hier ab von einer einzigen Variable: 
man hat also drei Gleichungen zwischen æ, y, u, t; oder nur 
zwei, wenn man diejenige zur Seite lässt, welche die Relation 
zwischen æ und y ausdrückt. Man sieht, dass man, diesen drei 
Gleichungen zufolge, u als eine Function von ? betrachten kann, 
und es sind die Ableitungen von u nach ż welche man an die 
Stelle der Ableitungen von y nach æ setzen will. 


Hierzu werden wir zunächst die Ableitungen von y nach æ 
ausdrücken durch die Ableitungen von æ und y nach derselben 
unabhängigen Variable , von welcher æ und y Functionen 
sind. Die Formeln dafür werden immer dieselben sein, wie 
auch die besondere Form sowohl der Gleichung zwischen « 
und y als derjenigen Gleichung sein mag, welche x und y mit 
t verknüpft. Nachher werden wir zeigen, wie man die Ablei- 
tungen von x und y nach ? ausdrücken kann durch diejenigen, 
welche man einführen will, nämlich durch die von u nach t. 
Diese letzte Rechnung hängt ab von den Gleichungen, welche 
æ und y mit ¿und v, und vielleicht noch mit anderen Variablen, 
‘verknüpfen; und die Zahl der Gleichungen soll immer eine 
solche sein, dass es nur eine einzige unabhängige Variable giebt, 
wie wir vorausgesetzt haben. 


65. Um die Ableitungen von y nach æ auszudrücken durch 


diejenigen von æ und y nach t, bemerken wir, dass man nach 
dem Princip für Functionen von F'unctionen hat 
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6l — 


S 
& ke 
|l 
S 
ge] 


, oder, weil SE a5 e 
dt 

dy 

dy dt 
a 

dt 


Gehen wir jetzt über zu dem Ausdruck von EL, Wir 


werden deshalb beide Glieder dieser Gleichung nach x diffe- 
rentiiren; um aber in das zweite Glied nur Ableitungen nach ? 
zu bringen, werden wir es zuerst nach ż differentiiren und dann 


mit HA multipliciren oder durch = dividiren. Wir erhalten so 


dx 
d2y da de Ka dx dy 
d2y dt dt de de dt de dt 


dæ ~ uy 
Um diy zu erhalten, differentiiren wir wieder das zweite Glied 


dx: 


nach ? und theilen dann durch A Es ist klar, dass, indem 


man so fortfährt, man den Ausdruck aller Ableitungen von y 
nach æ durch diejenigen von æ und y in Bezug auf irgend eine 
Variable ż erhalten wird, von welcher æ und y abhängen. 
Man kann statt der Ableitungen von æ und y nach { die 
Differentiale einführen; dazu braucht man nur den Divisor dt - 
zu unterdrücken, und es kommt 


dy _ dy dæ — da dy, 


da? EN dæ? 
Diese ersten Formeln beziehen sich allein auf die Vertau- 
schung der unabhängigen Variable. . 


66. Nimmt man an, dass die Variable t die Function y 
selbst ist, so erhält man die Ableitungen von y nach æ ausge- 
drückt durch diejenigen von æ nach y, gleichviel welche Rela- 
tion zwischen x und y bestehen mag. Diese Formeln sind 


a 
ar. 1 SB AE a l 
da de’ da IR 
y y 
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.67. Betrachten wir jetzt, wo es sich darum handelt, die 
Ableitungen von æ und y nach ? durch die Ableitungen von u 
nach ? auszudrücken, den allgemeinen Fall, wo man zwischen 
m Variablen z, y, . . . u, £ die m— 2 Gleichungen hat 

Fl, Yy DEU, 

ach {i kani 
diejenige Gleichung EISEN AIG Re y als Function von æ 
giebt. Differentürt man diese m — 2 Gleichungen nach t, so- 


kann man durch e ausdrücken, indem man Glei- 


de dy 
dt. dit 
chungen vom ersten Grade auflöst. 

Differentiirt man aufs Neue, so führt man die zweiten 
Ableitungen in Bezug auf ż ein, und es werden erste Ablei- 
tungen stehen bleiben, statt welcher man ihre aus den vorigen 
Gleichungen gezogenen Werthe setzen kann. Man kann also 
wieder durch die Auflösung von Gleichungen ersten Grades 


d?x d?y durch du und du ausgedrückt, 


die Werthe von dr’ dt’ di? dt 


finden. 


Indem man so fortfährt, lassen sich alle Ableitungen von 
æ und y nach ? ausdrücken durch diejenigen von vu nach ?; und 


da wir die allgemeinen Formeln gegeben haben, welche 2, 


d2 ne dx dx d d2y x 

Ts ete. durch — 2°: WE etc., ar ‚Im etc. ausdrücken, so 
dy dy du du 5 

folgt, dass man Tan Der durch pP gar + aus 


drücken kann, welches die Aufgabe war. 


68. Hätte man Differentialgleichungen statt der endlichen 
5 i ; dæ dx 
Gleichungen, so müsste man immer suchen, daraus TAs Ti etos 
dy dy . du du 
de de “m g? de 
dann wie in dem vorigen Falle verfahren. 


etc. ausgedrückt, zu finden, und 


Nehmen wir z. B. an die Gleichung 


E= 
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En 0 


i dy ay in eL 
und nehmen wir uns vor P p ete. durch iy ia etc. 
auszudrücken. Die Aufgabe kommt hier darauf hinaus, =, 
y de de i 
7 etc. durch Er etc. auszudrücken. 


Man hat zuerst 


A Va da? 
a: EE Togga 


zu erhalten, differentiirt man die gegebene Glei- 


d2 
Um TE 
chung, und es kommt 
dæ d?æ dy dèy 


aiaa ta da mh 
woraus folgt 
dæ dæ dæ da 
d2y di di dt dt 


"RR t MRES x d3 
Eine neue Differentiation lässt FA finden, und so fort. 


Dieser Fall ist z. B. derjenige, wo man eine Curve durch 
eine Gleichung zwischen dem Bogen und der Abscisse be- 
stimmt. 

69. Der Fall mehrerer unabhängigen Variablen. 
— Betrachten wir jetzt eine Funotion z von zwei unabhängi- 
gen Variablen x, y. Ihre Form ist nicht gegeben, und man 
soll von ihr keinen Gebrauch machen; aber -man soll immer 
in der Voraussetzung raisonniren, dass sie exisirt. 

Stellen wir uns die Aufgabe, die partiellen Ableitungen 
aller Ordnungen von z nach æ und y auszudrücken durch die- 
jenigen einer anderen Function r nach den beiden unabhängi- 
gen Variablen und 9, indem wir annehmen, dass drei Glei- 
chungen zwischen x, y, z, 0, p, r bestehen, nämlich 

a) F (x, y, 2, 0, 9, )=0, E O: ya e Os pT) =m, 
F, (2 Y, z, 0, 9 7) = 0, 
so dass vier beliebige von diesen sechs Variablen betrachtet 
werden können als Functionen der beiden anderen, welche voll- 
kommen willkürlich bleiben. 
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DS Rs 
Dies vorausgesetzt, differentüiren wir r partiell nach x und 
y, indem wir r als abhängig von 0 und ® betrachten, welche 
selbst von æ und y abhängen. Wir erhalten 
o dddo, dr ap dr dr dð , drdp 
de dð dæ | dp dæ? dy dd dy | dọ dy 
Aus diesen Gleichungen muss man die Ableitungen En ; 
dp dr d0 dp dr 
ee E da’ F Hy fortschaffen, und, um dies zu bewir- 
ken, differentiiren wir zuerst die Gleichungen (1) nach æ; diese 
Differentiation giebt 


dF dE do ; dP\dr dz RE 
dö Get Ts he Per ++ m. 
dia d6  dF df, dr j afi dF, BE a 
dh res R+T u as UT -i r N 
dF, dd , dF, dp dF, dr AR, Fe BE i 
ET En ee Te 
hieraus ziehen wir do a AS: als Functionen von er , und 
dæ da’ dx dæ 
wenn wir dieselben in die erste Gleichung (2) Be so 
si F dz k dr 
können wir sogleich 73 als Function von 79° 5 T finden. 


Indem man die Gleichungen (1) nach y differentiirt und 
von der anderen Gleichung (2) Gebrauch macht, erhält man 
dr dr 


er ausgedrückt durch —. Tide 


dy ; und dies war die Aufgabe. 


; Ar dr N dz 
Hieraus kann man leicht 78’ fy ausgedrückt durch Tit 
dz 


a finden, indem man zwei Gleichungen ersten Grades auf- 
si 
löst; man kann sie aber auch direct erhalten, indem man einen 


umgekehrten Gang befolgt. - 
Zu den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung geht man 


über, indem man nach æ und y differentürt; dabei 


dn) iar 
dæ dy 
r, 7 nach x und y zu differentiiren, und man be- 
handelt sie, wie man r behandelt hat, wodurch die Ableitun- 


hat man 
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gen zweiter Ordnung von r nach 9% und @ eingeführt werden ; 
ferner hat man =; ep. Er u zu differentiiren, wodurch die 
da’ dæ’ dy’ dy . 

partiellen Ableitungen der zweiten Ordnung von z in Bezug 
auf æ und y eingeführt werden, deren Werthe man folglich 
erhält. 

Es ist leicht zu sehen, dass diese Methode Anwendung 
findet auf irgend eine Zahl von unabhängigen Variablen, und 
dass sie auf die Ableitungen aller Ordnungen sich erstreckt. 


70. Wir wollen im Besonderen den Fall untersuchen, wo 
man eine Function v von drei unabhängigen Variablen «, y, z 
hat, welche ersetzt werden sollen durch drei andere unabhän- 
gige Variablen r, @, 0, die mit æ, y, z durch drei bekannte 
Gleichungen verbunden sind; in diesem Falle handelt es sich 
darum, die partiellen Ableitungen von u nach æ, y, z immer 

auszudrücken durch seine partiellen Ableitungen nach r, 9, 0. 
Diese Aufgabe enthält jene von der Transformation der Coor- 
dinaten in Gleichungen mit partiellen Differentialen, wo die 
Hauptvariable eine Function von drei Coordinaten ist. 


Betrachten wir u als Function von 4, 9, r, und diese letz- 
teren als Functionen von g, y, z; und differentüren wir u par- 
tiell nach æ, y, z, so erhalten wir 


F du-d0  dudp du dr 
"28 ya an CAF u 
n du dd dudp | du dr 
3 A 
(3) dy  dö FD RS dy’ 
ss _ du dð , du dọ , du dr 
16 T PE rina e 7% 
ENE der drei Gleichungen zwischen æ, y, z, 4, 9, r 
kann man nun die partiellen Ableitungen 


do do do dp dp dp dr dr dr 
dæ’ dy’ dz? da’ dy’ dz’ dæ’ dy’ dz 
bestimmen, und dann geben die Gleichungen (3) die Werthe 
der partiellen Ableitungen der Function u nach s, y, z durch 
diejenigen derselben Function u nach 4, 9, r 
du du du 


Die Auflösung dieser drei Gleichungen giebt 20° de’ dr 


Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 5 
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durch ee, Ty’ =; ; aber man kann sie auch direct erhalten, 
indem man einen umgekehrten Weg einschlägt. 

Indem man die Gleichungen (3) successive nach x, y, z 
differentiirt, kann man die Ableitungen zweiter Ordnung nach 
den unabhängigen Variablen des einen Systems ausdrücken 
durch die Ableitungen zweiter Ordnung nach den unabhängi- 
gen Variablen des anderen Systems; und so kann man fort- 


fahren. 


d \ ” N 
Wenn man z. B. ** nach x differentürt, so hat man die 


de 
i i du du du t 
partiellen Ableitungen von D de nach æ zu bilden, und 
du du du 


dies thut man, indem man so behandelt, wie man 


dd’ dp’ dr 
vorher u behandelt hat, wodurch die Ableitungen zweiter Ord- 
nung von u nach 4, p, r eingeführt werden; alles Uebrige ist 


bekannt. 


71. Wenden wir dieses Verfahren an auf eine Transfor- 
mation, welche oft in den Aufgaben der Mechanik und mathe- 
matischen Physik vorkommt. 

Es seien æ, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes, und r, 0, ọ seine Polarcoordinaten, so dass man 
zwischen diesen sechs Variablen die drei Gleichungen habe 


e —=rcos0, y=rsind sny, 2 —= r sind cost. 


Man findet durch die auseinandergesetzte Methode 


du du z cos Â cosy du siny 
de dr a iha er r ~ dy r sind’ 
du _ du b goe cos sinp du cos% 
E OE TE I a 
du _ du E OR w 

E pia i dð r’ 


d2u d2u d?u cos? siny cosy du siny cosy 
T E AEN S | VNA TEE ET 
d?u sind cosh siny cosy d?u /cosy?—siny? 

Te + 7 ) 
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en 


ae q nen D me 


dy d0 r? sind dr r 
du ea 5) (zer) 
Er e + em /’ 
d2u e RUE d?u sinb cosh cosy 
2: 7 == dr sin cos 0 cos Y tE 402 AT KS 
™ d2u (cost? — sinb?) cosy d?u sinycosh | deu siny 
ddr r dvdr r sinb dðdy r2? 
Ir du (sin0?—cos0?)cosy du sind cosH cosy 
d0 r2 "dr r ? 
d2u du . k d2u sinh cosh siny 
Adi r sinl) cosh siny — SE A 


dłu (cosh? Bun sind , d2u cospcosd deu cosy 


T gar thk rsind ddp r? 


ro du PARo siny u” du sind cosh siny 
dd r2 dr r ? 
M zu Kitovi HE ea, cos 0? cos y? ik Tm Er 
x r2 2 r2 sin? 
sh d?u sinl cosh cosy? d2u siny cosy 
d dr r -^ dydr r 
Naf d2u siny cosy du [/cos0?cosp?-+ siny? 
Bigi r? tangð kog r 
siny? — 2 sin h2 cos y? r siny cosy 
RN 5 s coso ( r2 sind AN a r?sin2 ’ 
d?u du . j d2u cos#2 sin 2 ys cosy? 
— _— — 62 sin y? + —— ——— 4 — Fe 9 
dy? F Pr Naa do? r2 dy?  r2sin 42 
d2u sind cosh siny? deu siny cosy 
en g fu pov 
0 dr r dydy r 
deu siny sind cosy du (cos? siny? 2 
PEE? d dy r2tangð R i ( - Een ) 
cosp? — 2 sin? siny? du sind cosy 
er zy ol r2 sin 0 )- dv r?sınß ’ 
u d2u deu sin0? ~ deu sinl cosh = sin 0? 
dz? — dr a e en r2 ddr r ae © ES 
sinb cosô 
Fee 


5* 
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Analytische Anwendungen der Differential- 
rechnung. 


{J 


72. Bestimmung der besonderen Werthe der Func- 
; 0 œ : 
tionen, welche unter den Formen Dr RO, 1”, 
œ, 00 erscheinen. — Wenn eine Function der Quotient 
zweier anderen Functionen von x ist, und ein besonderer Werth 
von æ diese beiden letzten zu Null oder unendlich macht, so 

à 0 œ 
erscheint der Werth der ersten unter der Form T oder Be. 
und, in diesem Falle, kann man sich vornehmen den Werth zu 
bestimmen, gegen welchen der gegebene Bruch convergirt, wäh- 
rend x gegen diesen besonderen Werth convergirt; man nennt 
diesen Grenzwerth häufig den wahren Werth des Bruchs, 
` 0 x N 

welcher unter der unbestimmten Form — oder Era erscheint. 


0 


Suchen wir zunächst die Grenze von ee wenn x gegen 


einen solchen Werth x, convergirt, dass man hat F (æ) = 0, 
(0) = 0. Es sei h eine gegen Null convergirende Grösse, 
so hat man nach Nr. 45 

F (zo +h) _ Fat 6h) 

th) f' (zo + 0h) ' 


m ZŒ) 
Fap PO 


wenn æ gegen æ convergirt; und folglich ist, wenn #”(x,) und 


also 


f' (2) weder Null noch unendlich sind, 5 y die gesuchte 
h 0 
Grenze. 
Hätte man auch F(s) = 0, f'(æ) = 0, so wäre die 


y ti 
Grenze von F@ dieselbe wie die von F" (a) und so fort. 


J (2) f” (a) 


www.rcin.org.pl 


E wer 


Wenn also alle Ableitungen bis zur Ordnung n exclusive 
Null werden für x — x), so ist die gesuchte Grenze die von 
Frl), 
HOJ 
und /*(z) weder Null noch unendlich sind, 

Fri) 

Fo) 
Ist eine von diesen letzten Ableitungen Null, so ist die Grenze 
Null, wenn F”(æọ) Null, und die Function wächst ohne 
Grenze, wenn f"(x,) Null ist. 


und als Werth dieser Grenze hat man, wenn Fr(«) 


73. Nehmen wir jetzt an, dass F(s) = œ, (u) = v., 
also Fin eh, TE — 0. Man hat identisch 
1 f'(&+#h) 
Fati) _ Fo Fh _ JF. 
FF) 1 ACETI 


F (zo +h) F (æ+ 0h)? 
woraus folgt, indem man a durch (h) darstellt, 
E ato _ oO ogy 20h) 
fat) oh TOR 


Wenn nun PE oder g(h) eine endliche Grenze hat, so wird 
p(Ah) dieselbe Grenze haben und ? po) wird gegen die Ein- 


o (h) 


heit convergiren, man hat also 


ia eN a -i 
FO rga 
F(a) 
KO 


so wird er zuletzt, im Allgemeinen, sich beständig in demsel- 
' ben Sinne ändern, indem v gegen æ, convergirt; und der Factor 
pOh) 


P wird im ersten Falle kleiner, im zweiten grösser sein 


Wenn dagegen der Ausdruck gegen 0 oder œ hinstrebt, 


als die Einheit. Also A 10} leichzeiti t F (a) Null 
Be ; FR IK) B g mi Fla) u 
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rd ER 
oder unendlich, und folglich kommt in allen Fällen die Auf- 
suchung des wahren Werthes von nn hinaus auf die des 
Fe) 
f' (œ) 

Wenn also F”(a,) und f‘(z,) weder Null noch unendlich 
sind, so ist die gesuchte Grenze 

F" (2o) j 
J’ (2o) 

Wenn die Ableitungen von F(æ), f(x) unendlich würden 
bis zu einer gewissen Ordnung, so würde man wie in dem 
vorigen Falle verfahren. Würden sie aber alle unendlich, so 
wäre diese Methode nicht mehr anwendbar; und oft ist das 


Beste, was man in diesem Falle thun kann, dass man æ durch 
-+h ersetzt und die Reductionen ausführt. 


Werthes von 


Hat man z. B. den Bruch 


VE — 2% 
Var — m? 


so werden beide Ausdrücke Null für v — æ, und alle Ablei- 
tungen werden unendlich. Setzt man aber æ = mh, so 


wird er 
vi P 13 
Ir oder T Se EET ; 
Vh (2 zo +h) hs (2 eo + hji 


i x 1 
unterdrückt man den gemeinsamen Factor ht, so bleibt 


1 

12 
ie dessen Grenze Null ist, wenn h gegen Null con- 
(220 + h)i 


vergirt. 


74. Der Werth x, ist willkürlich, kann also so gross vor- 
ausgesetzt werden als man will, und folglich finden die vor- 
hergehenden Regeln Anwendung auf den Fall, wo man u = œ 
hat. Aber der directe Beweis kann in diesem Falle nicht 
mehr in derselben Weise geführt werden, und es ist gut ihn 
besonders zu betrachten. 
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u. Men 


1 J 
Setzt man æ — 7 so wird 


oe) 
Me) ’@) 1y 


wemn y gegen Null convergirt, so tritt keine Schwierigkeit ein, 
und man hat nach dem vorstehenden Beweise 


eG) = lim "or — lim 4 Q). 
f E) P 7 ya r47) 


Man hat also auch 


lim 


ED yn EO 
Sa A 
während x unbegrenzt wächst. 

75. Betrachten wir jetzt das Product 


F(a) fæ), 


TE 


und nehmen wir an 
Flm) =D, fla) = 0: 
Wir haben identisch 


Fa) f = +8, 


F (x) 
wodurch man auf den ersten Fall zurückgeführt ist, und man 
findet jetzt 
lm F(a) flo) = — lim ren 

Wenn der zweite Ausdruck sich in einem der untersuchten 
Fälle befindet, so behandelt man ihn nach den dort gegebenen 
Vorschriften. 

„76. Um die Grenze des ER 

F (a) 
æ 

zu finden, wenn æ unendlich wächst, kann man noch eine 
andere Regel geben. 

In der That, ist h irgend eine endliche Grösse, so hat 
man, was auch x sei, 
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TE; E 


a ea — F' (æ + 0h); 


wenn nun x unbegrenzt wächst, so convergirt das zweite Glied 
gegen F'(%), und nach Nr. 74 ist F’(©) die Grenze des 


Bruchs #2. Also 
lim an lg ee, 
und wenn man der Einfachheit wegen h = 1 setzt, 
ih zo — Im [Fe +1) — F (0). 


Diesen Satz hat Cauchy auf andere Weise in seinem Cours 
d Analyse algébrique bewiesen. 
77. Betrachten wir jetzt einen Ausdruck von der Form 


F (ay A 


Sein Logarithme ist 
J (æ) log F (a), 
und befindet sich in einem der Fälle, die wir untersucht haben. 
Kann man also nach den vorhergehenden Regeln den wahren 
Werth dieses Logarithmen bestimmen in dem besonderen Falle, 
wo von den Functionen log F(x) und f(x) eine unendlich und 
die andere Null ist, so schliesst man unmittelbar daraus auf 
den Werth des vorgelegten Ausdrucks. 
Untersuchen wir insbesondere den Ausdruck 


1 
OR 
für 2—= æ, indem wir annehmen F(%)= æ. Der Loga- 
rithme davon ist 
log F (æ) 


T 


s, 
und seine Grenze ist die von Fer welche man nach den vo- 
rigen Regeln suchen kann. 
Wenn man aber auf on die besondere Regel der 


Nr. 76 anwendet, so findet man, dass seine Grenze dieselbe 
ist wie die von 


log F (æ + 1) — log F (x) oder log Zr 
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Also ist die Grenze von F(x)* dieselbe wie die von Try 


wenn æ unendlich wird. Auch diese Regel war von Cauchy 
bewiesen worden. 

78. Die Anwendung dieser verschiedenen Regeln führt 
zu einigen besonderen bemerkenswerthen Resultaten: 


a? à i 
— — o fürr = æ wenna >], 
æ 
log x i 
J — 0 für r= o, 
x 


zloga s für. saß, 
ze? —x für z = 0, 


22 —] für s= æ, 


1 
(dar + Ber +... +0)” =1füorere=o, 
æt =— 1 für z = 0, 
1 
(osma)* = 1für æ == 0; 


1 
(+ .)* =ifürr—=0. 


Reihe von Taylor für die Functionen einer einzigen 


Variable. 


79. Diese Reihe hat zum Zweck irgend ‚eine Function 
der Summe w - h zu entwickeln nach den ganzen und posi- 
tiven Potenzen eines der Summanden, z. B. h; sie ist von 
Taylor gefunden worden, und hat seinen Namen behalten. 
Maclaurin hat aus ihr eine andere abgeleitet, welche die Ent- 
wicklung einer Function nach den Potenzen der Variable 
giebt; sie ist aber schon vor ihm von Stirling angewandt 
worden. Es genügt in der That, in der ersten «—0 zu setzen, 
um die Entwicklung einer Function der Variable A nach den 
Potenzen von h zu erhalten. Diese Reihe von Maclaurin 
ist also nur ein besonderer Fall jener von Taylor, und des- 
halb begreift man häufig beide unter demselben Namen. 

Es sei F (æ + h) die Function, welche nach den ganzen 
und positiven Potenzen von h zu entwickeln ist. 
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Fangen wir damit an, dass wir irgend eine Zahl n von 
Gliedern nach demselben Gesetz hinschreiben, wie wenn die 
Function eine ganze und rationale wäre, und bezeichnen wir 
durch /(h) diejenige Function von x und h, welche zu diesen 
Gliedern addirt, F (æ + h) wieder aan}: wir erhalten 


Fe rb=F@o)+hF@e)+77 a Pea) +. 
hr—1 
TEE SUR O: 

Die Ableitungen beider Glieder nach h sind nothwendig iden- 

tisch, man erkennt daher ohne Mühe, dass /(h) und seine 

(n — 1) ersten Ableitungen Null werden für h — 0, und dass 
fh) = F(&-+h). 

Also hat man nach Nr. 46 


fh) = 4 — P(e +h), 


e 


und folglich 
Fath—=FPle) t+hr(l) + 1. Pi... 


(1) Ir 

++ „ F*(@ + Oh). 
Diese Formel giebt die Lösung der Aal: und zeigt, in 
welchem Falle sie möglich ist. In der That, wenn der Aus- 


druck 


h” 
Di 7 
mit wachsendem n gegen Null convergirt, so ist F (æ + h) die 
Grenze der Reihe 
her 


F(a) + hE (e) +. ouni s) +. 
und man kann dann die folgende Formel hinstellen, welche die 
von Taylor ist, 


F (e + h) = F (2) 4 h F(a) + tra Fa) +... 
F Bahaa T. 


Man muss aber wohl bemerken, dass nach der Formel, auf 


welche diese Reihe gegründet ist, sie nur dann für F (e + h) 
gesetzt werden kann, wenn F(s) und alle seine Ableitungen - 


- Fr (e + Oh) 


(2) 
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mit unbegrenzt wachsendem n gegen die Null convergirt. 

Die Function F(x + h) kann nach den Potenzen von h 
nicht anders als durch die Formel (2) entwickelt werden; denn 
zwei convergente, nach den ganzen und positiven Potenzen 
einer und derselben Variable geordnete Reihen, welche gleiche 
Summen geben für jeden Werth dieser Variable, sind diesel- 
ben, Glied für Glied. 

80. Es ist. leicht zu sehen, dass der Ausdruck 

hr 
ee N Une 
welcher den genauen Werth des Restes der Reihe nach den 
n ersten Gliedern giebt, allemal dann gegen Null convergirt, 
wenn F*(x) endlich bleibt, während n unbegrenzt wächst: und 


stetig sind zwischen v und z- h, und wenn 


hr 
15 °% gegen Null 


convergirt, was auch h sei. In der That, wenn n den Werth 
von h übertroffen hat, und man es unbegrenzt vergrössert, so 


dazu braucht man nur zu zeigen, dass 


wird der Ausdruck = — multiplieirt werden durch die 


Brüche 


., welche immer mehr abnehmen. 


h h 
n+ n +2’ 


Aber selbst, wenn sie dem ersten, der kleiner ist als die Ein- 


heit, gleich blieben, so wüsste man, dass das Product Null zur 
Grenze haben würde. Also ist dasselbe der Fall mit Eger x + 
wenn n unbegrenzt wächst; und die Reihe von Taylor kann 
angewandt werden, wenn F(x) und alle seine Ableitungen ste- 
tig und endlich sind zwischen x und æ ! A. 

81. Die Formel (1) hat den Vortheil, Grenzen anzugeben 
für den Fehler, welchen man begeht, indem man bei irgend 
einem Gliede der Taylor’schen Reihe stehen bleibt. In der 
That, nimmt ınan die n ersten Glieder, so ist die genaue 
Grösse, welche man hinzu addiren müsste, um F(x + A) zu 
erhalten, = "s F”(æ + Oh). Bezeichnet man nun durch 
A und B den kleinsten und den grössten Werth, welchen 
F" (æ) annimmt, während x durch alle Werthe zwischen æ und 
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æ + h geht, so ist der Fehler, welcher begangen wird, wenn 

man nur die n ersten Glieder der Reihe nimmt, grösser als 
Ahr i Bin 

Ey ge und kleiner als ee, Bag 


82. Die Formel 


F(a +h)=F(e) +hF'(a) + > F” (æ) +.. 
= 2 r cen Par Ah) 

erheischt keine Bedingung in Bezug auf die Ableitungen einer 
höheren als der nten Ordnang. Diese letzteren könnten dis- 
‚continuirlich sein in dem Intervalle von æ bis x + h, ohne dass 
die Formel aufhörte, richtig zu sein. Also kann diese Ent- 
wickelung richtig sein, wenn man sie mit einem gewissen Gliede 
schliesst, und unrichtig werden, wenn man sie darüber hinaus 
fortsetzen wollte. 

Nehmen wir z. B. an, man habe 


F)=f()+(e— "ty; 


m sei eine ganze positive Zahl, und x liege zwischen 0 und 1. 


Betrachtet man für z den besonderen Werth zọ, so sind die 
Ableitungen endlich bis zu #”(z,) inclusive, vorausgesetzt, dass 
diejenigen von f(x) und p(x) es sind; aber darüber hinaus 
werden sie unendlich. Die Entwicklung darf daher nur bis 
“zu dem Gliede PT I” (æ) höchstens fortge- 
setzt werden; und sie muss vervollständigt werden durch ein 


Glied, welches die folgende Ableitung enthält. 


83. Setzt man in der Formel (1) æ = 0 und schreibt A4 
statt æ, so erhält man 


| F (æ) = F (0) 7 x F' z O F... 


Man kann so eine Function von æ entwickeln RA den Poten- 
zen von æ, wenn diese Function und ihre Ableitungen bis zur 
nten Ordnung continuirlich sind zwischen 0 und x. Wenn mit 


(3) 
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hr 
12T ragen F" (0x) ge- 
gen Null convergirt, so kann die Function F(s) ausgedrückt 
werden durch die Formel 


(4) Fa) = F(0) + æ F' (0) + 2 š 


d. h. die Grenze der Summe der Glieder des zweiten Glie- 
des ist F(x). Diese letzte Formel ist die von Maclaurin. 

Hätte man sie vor der von Taylor erhalten, so würde 
man diese aus ihr ableiten, indem man F(s + h) als Function 
von h betrachtete und nach der Formel von Maclaurin ent- 
wickelte. 

84. Man kann auch F(z) nach der Formel von Taylor 
entwickeln, indem man x, + (æ — æ) statt x setzt; man er- 
hält so 


F(a) = F (2) + (@ — 0) F' (20) + TE Pufa), 


und man kann immer x, so wählen, dass F (æ), F” (æo) etc. 
nicht unendlich werden. Dies genügt aber nicht, sondern man 
muss sich immer versichern, dass der Rest der Reihe, dessen 
Ausdruck wir kennen, Null zur Grenze hat. 

85. Joh. Bernoulli wurde durch die Taylor’sche Reihe 
zu einer anderen, selten angewandten Form der Entwicklung 
geführt. Setzt man nämlich A = — x, so at jene 


FO=F(@)— e FH E '(&) — 133 Fa) +. 


woraus folgt 
(5) F(a)=F(0)+xF'(a) s. es 


Die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von æ sind 
selbst Functionen von x; so dass man in dieser Entwicklung 
den hauptsächlichen Vortheil, den man sucht, nicht hat, wel- 
cher darin besteht, die Function durch ein ganzes rationales 
Polynom zu ersetzen. Von der Genauigkeit dieser Formel 
müsste man sich wie bei den vorhergehenden Formeln über- 
zeugen. 

86. Man darf aber nicht glauben, dass die Reihen von 
Taylor oder Maclaurin allemal angewandt werden können, 
wenn sie convergent sind, denn sie können gegen andere Gren- 


unbegrenzt wachsendem n der Ausdruck 
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zen convergiren, als die Functionen, welche sie darstellen 


sollen. 
1 


So z. B. wird die Function e = mit allen ihren Ablei- 
tungen Null für æ = 0, sie ist aber nicht identisch Null. Hier- 
aus folgt, dass wenn F'(e) eine durch die Maclaurin’sche 


1 
Reihe entwickelbare Function ist, und man F (æ) + e = nach 
derselben Formel entwickelt, man eine convergente Reihe er- 
hält, welche aber F(x) vorstellt, und also unrichtig ist. 

Die Richtigkeit der Entwicklung kann niemals anders als 
durch Betrachtung des Ausdruckes erkannt werden, welcher 
ihren Werth nach irgend einer Zahl von Gliedern vollständig 
macht. 1 


37. Andere Form für den Rest. — Es ist zuweilen 
nützlich, dass man dem Reste der Taylor’schen Reihe eine 
andere Form giebt, welche wir jetzt mittheilen wollen. 

Betrachten wir zunächst die Entwicklung von F (æ); wir 
können setzen, indem wir z + (æ — z) statt æ schreiben, 


Fla) = FO + e—a) Pe) + FE me +... 


tet ne) 


Stellt man das letzte Glied durch f(z) dar, und differentürt 
die beiden Glieder der Gleichung nach z, so erhält man, nach- 
dem alle Reductionen ausgeführt sind, 


(æ — 2) 


1 
EFON ET) TRI CS 
Diese Gleichung bestimmt die Ableitung f’ (2) der Function 


= 


f(z) oder re F» [z + 0 (e — 2)]; 
und giebt 
ne ee Ei 
NAT rn 


Nun kann man f(e) vermöge f’(z) durch die Formel aus- 
drücken 


SC) =f) + e — De +h e 9) 


und man hat f(e) = 0, weil, wenn man z = x macht in der 
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durch f() dargestellten Function, man identisch Null findet. 
Die letzt: Gleichung giebt also 


f() = I (Hr Fr [æ - A (z = 2) | 


und man hat somit einen neuen Ausdruck für den Rest der 
Reihe, welche die Entwicklung von F (æ) giebt. 

Setz man z = 0, so hat man die Entwicklung von 
Maclau'in unter nachstehender Form, indem man 1 — 4, =4# 
macht, 


F(& = F(0) + 2F0) + Pea 
anl 


n—1 a" (1 Jam In 
USEE el AA m (02), 


(6) 


wo 0 zwschen 0 und 1 liegt. 
In der gleichen vorher gegebenen Entwicklung ist der 
Rest ausgedrückt durch 
2” 
bis u 


wo 0 einen anderen Bruch bezeichnet. Die neue diesem Rest 
ertheilte Form ist manchmal mehr geeignet, die Convergenz 
der Reihe gegen F (x) zu offenbaren. 

Setzt man in der Formel (6) F(x)=f(h + x), so er- 
hält man 


fü a) ma + afit) AE ger ch) er 2 
ar ne dee 


Fr (0a), 


a 


oder, indem man die EA E h ai æ mit einander ver- 
tauscht, 


SCHW HiH OH 


trr emat pere + Ah): 


dies ist die Taylor’sche Reihe mit dem Rest unter der 
neuen Form. 


88. Wenden wir die vorhergehenden Formeln auf einige 
Beispiele an. 
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Es sei F (x) = a“, so hat man 
P* (a) = arla,..., Frfo) = arla,', 
FO = 14 PX) —la,..., #, (0) ter, 
und folglich 


æ? la? an—l lar! ar lar 


u — en: Ba Rn EN) rl: 
han RL EDER AT Ba BREI T Dat 96 Dre 
Da der Rest a afz mit wachsendem n gegen Null 


convergirt, so hat die unendliche Reihe zur Summe a”. 


89. Es sei 

Fæ =I) Fo=(U+a". 

Fia — (pay, F" (a) = + 1.2.01) (Fay. 
Hieraus folgt 
FOZ FOS L, F(O)=—1,..., EPO nl), 
und demnach 

æ? g? æt an 
ee op Sn. 
lA Har +3 irn IKT) 
Die Reihe würde aus unbegrenzt wachsenden Gliedern beste- 
hen, wenn man æ > 1 hätte, weil die Grenze des Verhältnisses 
- eines Gliedes zum vorhergehenden x ist, wenn ihre Expo- 
nenten unbegrenzt wachsen (man sehe die Note über die 
Reihen. Man hat also nur zu untersuchen, ob der Rest 
gegen Null convergirt, wenn æ< 1; und um dies zu thun muss 
man zwei Fälle unterscheiden. Wenn x positiv ist, so hat man 
Io va Jz < 1 für æ < 1; und folglich convergirt dann der Rest 
gegen Null, also;die Reihe gegen (1 + «). 
Ist v negativ und stellt man es dar durch — z, so erscheint 
e? 

der Rest nd — bz 
eignet ist um zu erkennen, ob er gegen Null convergirt; denn 
man sieht nicht, ob der Zähler oder der Nenner des Bruchs 


nicht mehr unter einer Form, die ge- 


Pe der grössere ist. Nimmt man aber die zweite Form, 
welche wir für den Rest gegeben haben, so findet man für 


n PER n—1 
den vorliegenden Fall a oder, vom Zeichen abge- 
2 


sehen, 
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Nun ist der Bruch 


Page y kleiner als die Einheit, wenn 2< 1; 


also comwergirt der Rest der Reihe gegen Null, und die Reihe 
stellt (C + x) dar. Diese Reihe kann deshalb angewandt 
werden ür alle Werthe von x zwischen +1 und Bern D 

90. Man kann Reihen erhalten, welche rascher conver- 
giren al; die vorige und sich besser eignen zur Berechnung 
der Logarithmen. 

Wen man in der Formel 

æ? x3 
"TETTERE We i 
— x stait x setzt, so erhält man 
(1) -ı - = - >r on, 


und, indem man abzieht, 


1:22 +2 +2 +...). 


1— x 
Setzt man nun 
1+8__ 1 el 1 
u 2 ri Ak TTE A y 
so kommt 


GD w =|; PE IAEA EIT ANA | 
( AT yet] 
Diese sehr convergente Reihe giebt die Differenz der Logarith- 
men zweier sich folgenden ganzen Zahlen, und lässt folglich die 
Logarithmen aller ganzen Zahlen von der Einheit ab finden. 

Kennt man die Logarithmen für die Basis e, so erhält 
man sie für jede andere Basis, indem man jene dividirt durch 
den zur Basis e gehörigen Logarithmen der neuen Basis. 

Wir werden später bequemere Verfahrungsarten zur Con- 
struction der Logarithmentafeln kennen lernen. 

91. Es sei jetzt 

F(a) = (1 + 2)”, 

so hat man 
F (æ)=m( 14-a, Fr@)—=m(m— 1): .(m—n+1) 142)”, 
und folglich 


Duhamel, Dif.- und Int.-Rechnung. G 
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Damit die unendliche Reihe (1 + x)” darstelle, muss sie zu- 
nächst convergiren. Nun ist das Verhältniss des (p + l)ten 


Gliedes zum vorhergehenden ein id x, und es convergirt 


mit wachsendem p gegen — x; die Reihe ist daher nicht con- 
vergent, wenn æ ausserhalb der Grenzen +1 und — 1 liegt. 
Wir haben also nur zu untersuchen, ob der Rest gegen Null 
convergirt für alle zwischen diesen Grenzen liegenden Werthe 
von g. 

Man kann diesen Rest zerlegen in die zwei Factoren 

ee T a ee T (1 + Ha". 

Der erste Factor aa gegen Null, weil er, wenn n 
MN i: 
gen jo we 
ches sich immer mehr — z nähert, dessen Absolutwerth klei- 
(1 + Haym 
(1 + 0a)” 
betrifft, so convergirt auch dieser, wenn man zuerst æ posi- 
tiv annimmt, gegen Null, sofern nicht 4 sich der Null unbe- 
grenzt nähert; aber immer bleibt dieser Factor kleiner 
als die Einheit, und folglich convergirt der Rest der Reihe 
gegen Null. Sie stellt also (1 + x)” dar für alle Werthe von 
æ zwischen 0 und +1. 

Wenn dagegen x negativ ist, so beweist nichts, dass der 
zweite Factor nicht mit n unbegrenzt wächst, und dies wird 
sogar gewiss geschehen, wenn Â nicht gegen Null convergirt; 
denn der Ausdruck (1 + Ox)” würde gegen Null convergiren, 
wenn der Bruch 1 + 9x sich nicht der Einheit unbegrenzt 
näherte. Man muss jetzt die zweite Form des Restes zu Hülfe 
nehmen, diese ist 

m(m — 1)... (m — n + Dar (1 — 1 u 
aee gr ame." FT 
m(m — 1)... (m — n + Da 

1,2.:.(—]) 


um eine Einheit wächst, multiplicirt wird durch 


ner als die Einheit ist; und was den zweiten Factor 


Der Factor convergirt noch 
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gegen Null; der andere Factor wird, wenn man —z statt = 


schreibt, 
ME: a 


Nun hat man u < 1, weil z < 1: also wird ( unih ii 
1 — 9z { 1—4z 

gegen Null convergiren, wenn nicht # gegen Null convergirt; 
und selbst in diesem Falle ist dieser Ausdruck, sowie auch 
(1 — #z)”—!, immer kleiner als die Einheit. Der Rest der 
Reihe convergirt daher gegen Null, und folglich kann diese 
angewandt werden für alle Werthe von æ zwischen -+ 1 und —1. 

92. Nimmt man successive F (æ) = sin æ, F (æ) = cos«, 
so wird man zu den nachstehenden, für jedes æ richtigen Rei- 
hen geführt 


x5 gi 


Mi AESA Tester re 
gt gs 
PA BEE S i PE: A pe Da ar SIE 


Sie setzen voraus, dass der Radius gleich der Einheit ist, d. h. 
dass æ das Verhältniss des Bogens zum Radius bezeichnet; und 
sin æ, cosx bezeichnen die Verhältnisse der Linien, auf welche 
sie Bezug haben, zu dem nämlichen Radius. In dem Falle, 
wo er durch R bezeichnet wäre, würde man also in den zweiten 


Gliedern x durch — ersetzen; und in den ersteu sing und cosa 


R 


sing cosg f ; i 
durch RR’ RR: Wie gross auch æ sei, zuletzt nehmen die 


Glieder immer ab; und da sie abwechselnd positiv und negativ 
sind, so ist der Fehler, welchen man begeht, indem man die 
Reihe mit irgend einem Gliede abbricht, kleiner als das fol- 
gende. 

93. Betrachten wir jetzt Functionen von < + h, und es 
sei zuerst F (æ) — x”; man findet für jedes m 


(e + m amt mann RN +. 


m(m = 1)... m— n +2) an 
Sn Meat PTT E 2 
Mm... (m — 


n+ l) ya ak 
+ Sy ag hr (x + Ohm. 


u*® 
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Das Verhältniss des (p + 1)ten Gliedes zu dem vorherge- 
henden ist — PT - er. mich Ł und convergirt gegen — L? bei un- 
begrenzt wachsendem p; diese Reihe ist also nur convergent, 
wenn man h < x hat, von den Zeichen abgesehen. Was den 
Rest betrifft, so wird man finden, wiein dem Falle von (1+ x)” , 
dass er gegen Null convergirt, wenn h zwischen +æ und — æ 
liegt; und die Reihe stellt dann (x -+ h)” dar. 

94. Es sei noch 
F (&) —= log «, 
also 

P(g) a a A Kr (w) t os T a pe Al 

i x a” 
man findet 
log (e +i) = loga + loge [4 — Fatt ge | 

; æ 202 —n(ae + Ohy 
Die Convergenz der Reihe verlangt auch hier A < æ; in die- 
sem Falle findet man, wie in dem Falle von log (1 —+ x), dass 
der Rest gegen Null convergirt, wenn n wächst, und dass folg- 
lich log (x + h) nach der Formel von Taylor entwickelbar 
ist, wenn A zwischen + x und — x liegt. 

Man kann die Entwicklung von log(= + A) ableiten aus 
jener von log (1 + x), indem man bemerkt, dass 


log (æ + h) — log e = log (14 $ 


und ebenso kann man die Entwicklung von (æ + Ih)” aus 
jener von (1 + x)” erhalten, indem man bemerkt, dass 


(a + hm = am (1 + 
Auch für art» könnte man bemerken, dass 
arth — ur = af (ar = 1); 
und nun bliebe a nach der oben gegebenen Formel zu ent- 
wickeln. 3 
95. Ausdehnung der Formel von Taylor aut Func- 
tionen mehrerer Variablen. — Suchen wir jetzt #(@—+h, y+k) 
zu, entwickeln nach den Potenzen von 4 und k, wenn F (æ, y) 
eine gegebene Function ist. Betrachten wir deshalb zuerst die 
Function F (æ + ht, y + kt), und entwickeln wir diese nach 
den Potenzen von ? durch die Formel von Maclaurin: nach- 
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her wird man nur ?{— 1 zu setzen brauchen, um die gesuchte 
Entwicklung zu haben. Um nun die Coöfficienten der ver- 
schiedenen Potenzen von ? zu erhalten, muss man die succes- 
siven Ableitungen von #'(x + ht, y+ kt) in Bezug auf t neh- 
men und darin {= (0 setzen. Man findet nach der Regel 
für Functionen, welche aus linearen Functionen zusammenge- 
setzt sind, indem man versteht, dass man in allen partiellen 
Ableitungen von F (æ, y) die Grössen v und y durch z + ht, 
y + kt ersetzt, 

dF dF dF 

ae: = l BR ni k, 

dF @F d2 F EF 
de = EPT h2 AT hk + dy? k2, 


E E EEE A dF, 
m e Be RR g Bah 


Macht man {—=0 in allen diesen partiellen Ableitungen, so 
werden sie diejenigen der Function F (æ, y) selbst. Man hat 
also 


x dF dE 
Fie + ht, y +d = Ee ++ E). 
gn dr F d FE Ye . 
—|[ ——/nr OAR n 
er 1 ° 2 re dar j ds + dy” k Ve yv+HOkt» 


indem x und y durch æ + Oht und y + Okt in dem Coöfficien- 
ten von i® ersetzt sind. Macht man jetzt t = 1, so hat man 
die gesuchte Entwicklung: 
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agtu: q fip Gu ap 
ae er e Br er u 
.. + 
E31 WW mar 
2e% p—ul/ H 1—up 
T CTET ete, 
7 a „up 
ER „@zw'ı hpeep 
Sn 7 au ‚Hı-uP T 
u] sep 9 LER, 
uy f up | 1 „ip 


© I 


hp 


z% 


714 


‚sp 


fip sp 
HA aP 


+ 


fip 
TIT 


EAR i GAE Heoti ya) (1) 


zy 


AP 
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wofern alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung n inclusive 
stetig sind zwischen æ, y und æ + h, y + k. 


` Man erhält eine analoge Formel, wenn man eine Function 
von irgend einer Zahl Variablen hat. 


Damit diese Reihe, ohne Ende fortgesetzt, F (xh, y+k) 
darstelle, so muss die Summe von Gliedern, welche den Rest 
ausdrückt, gegen Null convergiren; und man kann sich davon 
versichern, indem man den Werth von 9 nimmt, welcher die- 
sen Rest so gross als möglich macht, und untersucht, ob dieser 
grösste Werth gegen Null convergirt, wenn n unbegrenzt 
wächst. Wenn jedes Glied des Restes gegen Null convergirt, 
welchen Werth auch # zwischen 0 und 1. haben mag, so 
nimmt der Rest selbst unbegrenzt ab, und die Function 
F(æ + h, y + k) ist entwickelbar in eine Reihe nach den 
ganzen und positiven Potenzen von h und k. 


96. Setzt man in der vorigen Formel æ = 0, y = 0, so 
hat man die Entwicklung von F (h, k); und wenn man nun 
diese Buchstaben mit x und y vertauscht, so erhält man 


, ; d PEN x? dF a 
D) eye) aH (Team 


iin): ay HT 
ds Fi y” 


TE 01.2 dy” 1.2...n/ 8z, Ay: 


In allen partiellen Ableitungen von F(z, y) muss man æ 
und y durch O ersetzen, ausgenommen in den Gliedern des 
Restes, wo sie durch 4x, Ay ersetzt werden müssen. Wenn 
dieser Rest gegen Null convergirt mit wachsendem .n, so kann 
man F (æ, y) in eine unendliche Reihe nach den Potenzen von 
x und y entwickeln. Man hat so die Formel von Maclaurin 
ausgedehnt auf Functionen zweier Variablen; und man würde 
sie in ähnlicher Weise ausdehnen auf Functionen von irgend 
einer Zahl Variablen. 


Die Formeln (1) und (2) lassen sich, wie folgt, schreiben, 
wenn &, &ıy ».., &% gegen Null convergiren mit h und k; 
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Maxima und Minima der Functionen einer einzigen 


Variable. 


97. Man sagt, dass eine Function F(s) einen grössten 
Werth annimmt für den Werth z) von x, wenn indem x von 
æy an in einem bestimmten Intervall, wie klein es auch sei, 
wächst oder abnimmt, die Function F(s) immer kleiner ist 
als F (æ). 

Hieraus folgt, dass damit x, einen grössten oder kleinsten 
Werth für F(x) gebe, es nothwendig und hinreichend ist, dass 
F (æ + h) — F (æ) beständig negativ oder beständig positiv 
sei, welches Zeichen auch h hat, wenn nur sein Werth hinrei- 
chend klein ist. Allgemeine Regeln, um sich davon zu ver- 
sichern, hat man nur, wenn /”(x) in der Nachbarschaft von zo 
stetig ist, und nur diesen Fall werden wir betrachten. 

Man hat dann 

F( Hh) — Fo) = h F' (æ + Oh). 

Wenn A gegen Null convergirt, so convergirt F” (x, + Oh) ge- 
gen F’(x,); und wenn dieser letzte Werth nicht Null wäre, so 
würde das zweite Glied sein Zeichen mit h ändern: die Diffe- 
renz F(z + h) — F(s) würde also nicht von constantem 
Zeichen sein bei jedem Zeichen von h, und folglich würde F(æ) 
weder ein Maximum noch ein Minimum sein für z= x, Eine 
dem Maximum und Minimum gemeinschaftliche Bedingung ist 
daher F’(x,) = 0, und allein unter den reellen Wurzeln der 
Gleichung #" (æ) = 0 muss man die Werthe von æ suchen, 
welche geeignet sind, #'(x) zu einem Maximum oder Minimum 
zu machen. Ist der Werth =, so gewählt, so hat man 


Flo + h) — F (2) = 5 F” (eo + ON). 


Die Grenze von F” (a, + Oh) ist F” (sọ), wenn h gegen Null 
convergirt, und wenn F” (æ) nicht Null ist, so ist offenbar, 
dass für alle positiven oder negativen Werthe von h, welche 
_ innerhalb hinreichend kleiner Grenzen liegen, das zweite Glied, 

und folglich die Differenz F(@,—+ h) — F (so), immer dasselbe 
Zeichen behält. Der Werth F(x,) ist also dann ein Maxi- 
mum oder Minimum. Er ist ein Maximum, wenn F“ (æ))< 0, 
und ein Minimum, wenn F” (æ) > 0. Wenn aber zufällig 
auch #”(2,) = 0, so kann man nichts mehr schliessen, und 
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man muss die Differenz auf eine andere Form bringen. Man 


wird in diesem Falle schreiben können 
3 


Pa + — Flo) = gg Prim + Oh), 
und da 3 sein Zeichen mit h ändert, so sieht man, dass wenn 
F'”“ (æ) nicht Null wäre, die Differenz ihr Zeichen mit h ändern 
würde, so dass weder Maximum noch Minimum stattfände. 

Aber wenn F“ (æ) = 0, so hat man 

4 

Fan +A — Flo) = 77 E + ON), 
und es ist klar, dass wenn FI («ọ) < 0, die Differenz bestän- 
dig negativ, und F (æ) ein Maximum ist; wogegen für #7’ (2) >0 
sie beständig positiv, und F (æ) ein Minimum sein wird. 

Man führt dieselben Schlüsse fort, bis man zu einer Ablei- 
tung kommt, welche nicht Null wird für v= <, und kommt 
zu der nachstehenden allgemeinen Folgerung: Damit x, eine 
Function, deren Ableitungen stetig sind, zu einem Ma- 
ximum oder Minimum mache, so muss dieser Werth 
von æ eine ungerade Zahl sich folgender Ableitun- 
gen, von der ersten an, zu Null machen; und wenn 
diese Bedingung erfüllt ist, so hat man ein Maxi- 
mum, wenn die folgende Ableitung durch diesen 
Werth von z negativ gemacht wird, und ein Mini- 
"mum, wenn sie positiv gemacht wird. 

Die Aufsuchung der Maxima und Minima ist also zurück- 
geführt auf die Bestimmung der Ableitungen einer Function von 
einer Variable und der reellen Wurzeln einer Gleichung mit 
einer Unbekannte. 

Ist diese Function nicht explicit gegeben, so wird man 
ihre Ableitungen nach den bekannten Regeln bilden, und dann 
die eben auseinandergesetzte Theorie anwenden, welche unab- 
hängig ist von den Mitteln zur Bildung der Ableitungen. 
Wir wollen zeigen, welches in diesem Falle der Gang der 
Rechnung ist. 

98. Fall der impliciten Functionen. — Betrachten 
wir eine Function, welche mit m — 1 Variablen durch m — 1 
Gleichungen verbunden ist. Um die Gedanken zu fixiren, habe 
man die drei Gleichungen 

F(a, y, z, u) = 0, Fils, y, z, u) = 0, F(sy z, u) = 0, 
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und % sei die Function, deren Maximum oder Minimum man 
finden soll. 
Durch Differentiiren findet man 
dF dF dy dF dz dF du 
de T dy de wde de am dae 
n \ dy dF, dz dF, du nn 
+ u Fi Hm ne 
ih dr, dy AF de | dP du _ 
Be T dy Je T dz du de 


0, 


(1) 


Vermöge dieser Gleichungen eliminirt man SL, TE, und den 


Werth von dr, welchen man dadurch findet, muss man gleich 


o j du „UNE i 
Null setzen; oder einfacher wird man —— in diesen Gleichungen 


dæ 
durch Null ersetzen und darauf = Z zwischen den resulti- 


renden Gleichungen eliminiren, welche sind 
dF dF dy dF dz 
Bat an 
dF, |, dFidy | ddz _ 
dæ Bu je de de da 
a dF, dy si 
+7 dy de jai > P dæ 


(2) 


Die Elimination von a und s Siwina ihnen liefert eine 


Gleichung, welche, in Verbindung mit den drei anderen F= 0, 
F=0,R=0,x,y, 2, u bestimmt. 
Nun wird man die Gleichungen (1) differentiiren und den 


Werth von ns = erhalten; in ihn wird man die für z, y, z, u 


gefundenen Werthe substituiren und an dem Zeichen dieses 
Ausdrucks erkennen, ob ein Maximum oder Minimum stattfin- 
det. Würde man ak = 0 erhalten, so würde man die folgen- 
den Ableitungen von u nach x suchen und die vorhergehende 
Theorie darauf anwenden. 


99, Um = š = zwischen den Gleichungen (2) zu eliminiren, 
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. 
kann man sich der Methode der Multiplicatoren bedienen. 
Man multiplicirt nämlich die beiden letzten durch unbestimmte 
Factoren A, u und addirt sie zu der ersten; darauf setzt man 


dis Coäffeienten von tan unabhängige Glied gleich 


da’ de 
Null: dies er zu den er Gleichungen 
ze 
Te æ + T i ; 
Sr 
m Da +u 0, 


ah „dk, > 
=, 
zwischen welchen man A ra u eliminirt, wodurch man, wie aus 
der Algebra bekannt ist, zu derselben Gleichung geführt wird, 
wie wenn man auf andere Weise u ge eliminirt hätte. Diese 


de’ de 
Verfahrungsart gewährt häufig Vortheile. 


100. Betrachten wir jetzt eine Function von m Variablen, 
welche durch m— 1 Gleichungen verbunden sind: dieser Fall 
enthält den vorigen, der aus ihm hervorgeht, indem man an- 
nimmt, dass die Function sich auf eine der Variablen reducirt. 
Nehmen wir an z. B., man habe die drei Gleichungen 
Fey) =0,. Rays =l, AH uam) 0, 
und man solle das Maximum der Function f(x, y, z, u) finden. 
In diesem Falle würde man mit den Gleichungen (1), worin 


pi nicht mehr Null wäre, die folgende verbinden 


dæ 
ar = df dz df du 
+5 ve a d ER, he 
dy dz du 


a 
und zwischen amt vier Gleichungen würde man Zar 12° 2r 


eliminiren. Hieraus würde eine Gleichung zwischen x, y, z, u 

resultiren, welche in Verbindung mit den gegebenen Gleichun- 
gen diese vier Grössen bestimmen würde. Nachher würde man 
die zweite Ableitung von f (x, y, z, u) in Bezug auf æ bilden 
und an ihrem Zeichen sehen, ob die Function f (z, y, z, u) ein 
Maximum oder Minimum wäre. Diese zweite Ableitung würde 
da?’ da?’ dg? 
Gleichungen (1) leicht bilden kann. 


enthalten, welche man mit Hülfe der drei 
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Man kann bemerken, dass die Gleichungen, zwischen wel- 
chen man er er er zu eliminiren hat, dieselben sein wür- 
dæ’ dæ’ de 


den, wenn man das Maximum einer der Functionen F, Fi, F? 
zu suchen hätte, während die beiden anderen, sowie f, gleich 
Null wären. 


Maxima und Minima der Functionen mehrerer 
Variablen. 


101. Man sagt, dass eine Function F (æ,y) zweier unab- 
hängigen Variablen einen grössten Werth annimmt für gewisse 
Werthe æo yo von æ und y, wenn indem man diese Variablen 
in z»—+h, y-+k verändert, wo h und k willkürliche Grössen 
sind, welche zwischen Null und so kleinen positiven oder negati- 
ven Grenzen, als man will, liegen, wenn dann die Function 
beständig kleiner ist als für die Werthe æo, yo Wäre sie da- 
gegen beständig grösser, so würde man sagen, sie sei ein Mi- 
nimum für dieselben Werthe. 

Hiernach muss die Differenz 

F(a+h, y+k) — F(2,y) 
beständig negativ sein, welche Werthe und Zeichen die unend- 
lich kleinen Grössen h und k auch haben mögen, wenn F(«, y) 
ein Maximum ist; und sie muss beständig positiv sein, wenn 
F («,y) ein Minimum ist. Der Charakter des unveränderlichen 
Zeichens ist also dem Maximum und Minimum gemein. 

Wir betrachten nur den Fall, wo die Function und ihre 
Ableitungen bis zu der Ordnung, welcher man bedarf, stetig 
sind. Für die Fälle der Discontinuität gelten keine allgemeinen 
Regeln, sondern man muss jede Aufgabe besonders behandeln. 

Einer früheren Formel zufolge haben wir, wenn «, œ 
unendlich kleine Grössen ger 


Fathyth — Fey = (T +) + (ta) 


Wenn 1E und Tr von Null verschieden sind, so wird das 
Zeichen des zweiten Gliedes, während A und k gegen Null 


convergiren, zuletzt beständig dasselbe sein wie das von 
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Nun ändert dieser Ausdruck sein Zeichen, wenn man die 
Zeichen von h und k ändert, ohne ihre Grösse zu ändern; 
also kann F(z,y) weder Maximum noch Minimum sein, und 
damit es eines von beiden sein könne, ist folglich unerlässlich, 
dass der vorstehende Ausdruck Null sei; hierzu muss man 
haben, da A und k unabhängig von einander sind, 


dF dF 
dæ 3% dy KA 
Sind diese Bedingungen erfüllt, so hat man 


2 F 2 ) 
pe +) + (7; BE, +a) 
und wenn die drei Ableitungen ii zweiten Te a OR A 
lich Null werden durch die Werthe æo, yo, so wird das Zeichen 
des zweiten Gliedes zuletzt immer dasselbe sein wie das des 
Trinoms | 


dE 5 d2 F dF k? 
da? ae dx dy u ER dy? 2 
Es ist nothwendig, a dieser Ausdruck nn negativ sei, 
was auch h und k sein mögen, damit F(æ, y) ein Maximum 
sei; und er muss beständig positiv sein, damit F (æ,y) ein Mi- 
nimum sei. Theilt man ihn durch K , wodurch sein Zeichen 
nicht geändert wird, so erhält man 
d? F. d EF (+ ) d?F 
dy? (3 > me e dæ dy Paa 
und damit dieses Trinom sein Zeichen nicht ändere, was auch 
+ sei, und niemals Null werde, so muss man haben 


or y ar BE 
de dy < Im dy?’ 


2 
eine Bedingung, welche verlangt, dass aF und einerlei 


d? F 
dg? dy? 


Zeichen haben. 
Wenn ihr genügt wird durch die aus den zwei Gleichungen 


dF dF 


gezogenen Werthe von æ und y, so ist die Function F (æ, y) 
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j 2 @F dE ipni N ger 
ein Maximum, wenn ——, ——— negativ sind, und ein Mini- 
da?’ dy? 
mum, wenn sie positiv sind. 
Wären die drei Ableitungen zweiter Ordnung Null, so 
müssten auch alle Ableitungen der dritten Ordnung Null sein, 
und das Zeichen eines Polynoms vom vierten Grade müsste in 


Bezug auf 7, Constant sein: welches auf complicirtere Bedin- 


gungen führen würde. Man würde in gleicher Weise fortfah- 
ren, wenn auch alle Ableitungen der vierten Ordnung Null 
wären. 

102. Diese Schlüsse lassen sich leicht auf eine Function 
von irgend einer Zahl unabhängiger Variablen erstrecken; nur 
compliciren sich die Bedingungen immer mehr. In dem Falle 
von drei Variablen z. B. hat man die drei Gleichungen 


dF dF dF 
FT Er Tine, 
und es muss das Polynom 
d2F dæ F d2F 
dæ? oiin dy? Fre dz? P 


dF d2F d2 F 
t Aaaa e rea a" 
beständig dasselbe Zeichen haben, was auch 4, k, l seien. Um 
diese Bedingung auszudrücken, wird man zunächst durch A? 


dividiren; und wenn man + =. #, + = q setzt, so erhält 


man ein Polynom von der Form 
AqQ + Bp + 2Cpg + 2Dg + 2Ep + F. 

Indem man es in Bezug auf die Variable q allein betrachtet, 
so muss man, damit es sein Zeichen nicht ändere, was auch p 
sei, haben ; 

(C—AB)p? + 2(CD— AE)p+ D—-AF<O. 
Es hat keine Schwierigkeit, die Bedingung dafür anzusetzen, 
dass dieses Trinom, was auch p sei, immer dasselbe Zeichen 
habe, und da es negativ sein muss, so ist hinzuzufügen 

0? — AB < 0. 

Ebenso wie den Fall von zwei Unbestimmten p, q auf eine, 
führt man den Fall von dreien auf zwei zurück, und so fort. 

103. Fall einer impliciten Function. — Nehmen wir 
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uns vor, das Maximum einer Function f (x, y, 2) zu finden, in- 
dem wir annehmen, dass die Variablen x,y,z durch eine Gleichung 
F(#y 2) 0 
verbunden sind, so dass z eine implicite Function der zwei 
unabhängigen Variablen x, y ist. 
Die vorhergehende Theorie verlangt, dass die partiellen 
Ableitungen von f (æ, y, z) nach = und y einzeln Null seien; 
welches giebt 


df ‚ df dz df- df dz 
re SR 


dz de” dsiay aa ’ 

f % de: E aaa" E j 
Gleichungen, worin man für Ja? An ihre aus den beiden 
folgenden gezogenen Werthe zu setzen hat: 

dr. nid de dF  dF dz 
a Ha en de a 


Man erhält so zwei Gleichungen zwischen æ, y, z, welche, in 
Verbindung mit F(z, y, 2) = 0, x,y,z bestimmen. Darauf 
wird man die partiellen Ableitungen der zweiten Ordnung von 
/(&, y, z) bilden: diese werden abhängen von denen von z, 
welche man nach den Regeln für die Differentiation der im- 
pliciten Functionen zweier Variablen zu bestimmen hat. 

Im Allgemeinen, mag die Zahl der in der Function enthal- 
tenen Variablen und die Zahl der sie mit einander verbinden- 
den Gleichungen sein welche sie will, so wird es genügen, dass 
man die unabhängigen Variablen unterscheide, und die partiellen 
Ableitungen der Function nach diesen Variablen gleich Null 
setze. Die daraus resultirenden Gleichungen, in Verbindung 
mit den gegebenen, werden immer von derselben Anzahl 
wie die Variablen sein, und sie bestimmen. Nachher wird 
man leicht die folgenden partiellen Ableitungen der Function 
nach den unabhängigen Variablen bilden, und sie den in 
der vorhergehenden Theorie aufgestellten Prüfungen unterziehen. 

104. Man kann dem Calcul des Maximums oder Mini- 
mums einer Function von m + n, durch n Gleichungen ver- 
bundenen Variablen, welches der allgemeinste Fall ist, eine 
andere Form geben. 

Es giebt jetzt m unabhängige Variablen, und man muss 
die partiellen Ableitungen der Function nach einer jeden von 
ihnen gleich Null setzen; statt dessen kann man sagen: man 
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muss das totale Differential dieser Function, was auch die 
Werthe der unabhängigen Differentiale seien, gleich Null setzen. 
Und hierzu wird man aus den gegebenen Gleichungen die 
Werthe der Differentiale der abhängigen Variablen, ausgedrückt 
durch diejenigen der unabhängigen Variablen, ziehen; man wird 
diese in dem totalen Differential der vorgelegten Function sub= 
stituiren, und nachher die Coefficienten aller darin verbliebenen 
Differentiale gleich Null setzen. 

Es sei f die Function der m+.n Variablen x, y, 2z, u etc. 
welche durch die n Gleichungen 

L=0, M=0,'N=40,..- 

verbunden sind. Man hat die n + 1 folgenden Gleichungen 


d p d 
at dst GE denn, 


dz 
dL dL dL 
aM dM dM 
F aa Te a E > E E TN 
aN aN 


dN 
2 Te er 


und man muss aus den n letzten die Werthe der Differentiale 
der n abhängigen Variablen entnehmen, sie in der ersten 
substituiren, und dann die Coöfficienten der m willkürlichen 
Differentiale, welche darin verbleiben werden, gleich Null setzen. 
Mit anderen Worten, man muss n Differentiale zwischen diesen 
n-}1 Gleichungen eliminiren, und die Coefficienten der in der 
Endgleichung übrig bleibenden gleich Null setzen. 

Um diese Elimination auszuführen, wird man die n letzten 
Gleichungen durch unbestimmte Factoren A, u, v etc. multipli- 
ciren, sie zu der ersten addiren, und die Coöfficienten der n 
Differentiale der abhängigen Variablen gleich Null setzen, wo- 


durch A, u, v etc. bestimmt werden, und dann wird man noch 


die Coefficienten der m anderen Variablen gleich Null setzen. 

Dies kommt offenbar darauf hinaus, nach Addition der Glei- 

chungen die Coefficienten der m -+ n Differentiale gleich Null 

zu setzen, und zwischen diesen m -- n Gleichungen A, u, v etc. 

zu eliminiren; wodurch man zu m Gleichungen zwischen x, y, 2 

etc. geführt wird, welche in Verbindung mit dem n gegebenen 
Duhamel, Diff.- und Int.- Rechnung. 7 
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Gleichungen diejenigen Werthe dieser Variablen bestimmen, 
welche die vorgelegte Function zu Maximis oder Minimis 
machen können. Nachher unterscheidet man die Maxima und 
Minima durch die zweiten Ableitungen der Function, wie wir 
dies oben gelehrt haben. 

Man kann bemerken, dass die Rechnung dieselbe sein 
würde, wenn man das absolute Maximum oder Minimum von 
/+ıL-+uM-+... finden, und nachher auf die Gleichun- 
gen L — 0, M = 0, . . . Rücksicht nehmen wollte. 


Beispiele. 
Er 1 
105. Man soll finden das Minimum von æf, 2 = P 
In ar 1 
das Minimum von —, 2 = -——; 
X la 
k læ 
das Maximum von p lme 
Man soll eine Zahl so in drei Theile z, y, z zerlegen, dass 
i ; 5 g z 
a” yt zP er Maximum sei, — — u = —. 
m n p 
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Geometrische Anwendungen der Differential- 
rechnung. 


Tangenten und Normalen ebener Curven. Allgemei- 
ner Ausdruck für die Länge der Tangente, Sub- 
tangente, Normale und Subnormale. 


106. Man versteht allgemein unter Tangente einer 
Curve die Grenze, gegen welche die Richtung einer Secante 
hinstrebt, die durch einen constanten Punkt dieser Curve 
geht, und deren zweiter Durchschnittspunkt sich dem ersten 
unbegrenzt nähert. 

Die Alten gaben weniger allgemeine Definitionen der Tan- 
gente: man hat dieselben verlassen wegen der vielen Ausnah- 
men, welchen sie Raum gaben. 

Bezeichnet man durch F (æ, y) — 0 die Gleichung. einer 
beliebigen Curve und durch x, y’ die Coordinaten des Punktes 
dieser Curve, durch welchen man eine Tangente ziehen will, 
so ist die Gleichung der durch diesen Punkt und durch den 
anderen Punkt der Curve, dessen Coordinaten z4 a, y! + Ay’ 
sind, geführten Secante, in irgend einem System von Axen, 

I 
y— y = FE (e — h). 
Indem nun der zweite Durchschnittspunkt sich dem ersten 


1 
nähert, convergirt si gegen die Ableitung von y nach æ; es 


existirt also eine Grenzrichtung für die Secante, und die Glei- 
chung dieser Gerade, welche wir Tangente nennen, ist 


duy’ 
y =y = ga ema) 
ga 
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dy‘ 
Der Coöfficient 4 ist durch =, y', nach den Regeln 
de! 


der Differentialrechnung, bestimmt vermöge der Gleichung 


dF 
WEB äh A dy’ A oa da' 
F (æ, y) = 0, welche ergiebt iv > IF 
dy' 
Die Gleichung = Tangente wird daher 
dF 


un + re a =D: 
107. Normale nennt man die durch den Berührungs- 
punkt geführte Senkrechte zur Tangente. Wenn die Axen 
rechtwinklig sind, so ist ihre Gleichung 


1 da’ 2 
y — j! = — dyi (2—«'), oder y—y! = — Ti (2 — 2"), 
daæ' 
oder auch 


E N = 

Bilden die Coordinatenaxen mit einander irgend einen 

Winkel 9, so hat die Gleichung der Normale folgende Form 
AR... du dF. dF 
(y — y’) (= - A cos )-e- N T c08 0) =0. 

Wenn die Coordinaten 4’, y' nicht gegeben sind, und die 
Tangente, oder Normale, durch einen gegebenen Punkt gehen, 
oder zu einer gegebenen Gerade parallel sein soll, so erhält 
man sogleich, nach den vorstehenden Gleichungen, eine Glei- 
chung zwischen «°, y', welche in Verbindung mit der Gleichung 
der Curve diese beiden Unbekannten bestimmt. Wenn man, 
austatt die reellen Auflösungen dieser beiden Gleichungen zu 
suchen, die geometrischen Oerter construirt, welche sie dar- 
stellen, indem man x‘, y’ als Variablen betrachtet, und von 
welchen Oertern der eine die gegebene Curve ist, so sind die 
Durchschnittspunkte dieser Oerter die gesuchten Berührungs- 
punkte. 

108. Man nennt Subtangente und Subnormale die 
Theile der «-Axe, welche respective enthalten sind zwischen 
dem Fuss der Ordinate des Berührungspunktes und den Punk- 
ten, in welchen diese Axe durch die Tangente und Normale 


Srne re AEI 
'LIOTERA R 

Au RIEWICZ 
VASSEWICZA 
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getroffen wird. Ihr Ausdruck ist der Werth von v — x’, wel- 
chen fü: y=0 die respectiven Gleichungen der Tangente und 
Normale geben. Sie sind, vom Fuss der Ordinate ab, im Sinne 
der positiven oder negativen w gerichtet, je nachdem æ — a“ 
positiv oder negativ ist. 

Unter Länge der Tangente und Normale werden wir 
die Theile dieser Linien verstehen, welche zwischen dem Be- 
rührungspunkte und den Punkten liegen, wo sie respective die 
Axe der æ treffen. 

Es ist leicht, den Ausdruck dieser verschiedenen Linien 
zu erhalten. Wir nehmen, der Einfachheit wegen, die Axen 
rechtwinklig, und bezeichnen durch 7’ die Tangente, durch N 
die Normale, durch S, die Subtangente, und durch S, die Sub- 
normale. Man findet leicht die nachstehenden Formeln: 


ee u WE 
te "r dy'’ n = y da’ 
de’ 


T=y Vitim an Ly Mr p 


109. Wenn man alle diese Formeln anwendet auf die in 

der Gleichung 
a?y? + b2a? — tab? 

enthaltene Ellipse und Hyperbel, so findet man nachstehende 
Resultate: 

ay’ (y-y’) bta («e—a = 0 ) Gleichung der Tangente; 
oder a?yy’ + blaa’ = + a?b? \ 

b2æ' (y —y') F a?y’' (e—a) — 0, Gleichung der Normale; 

a? — g’? b2 a! 


gi E, 5-7 


a 
= = Vasy’? bta, No — > V aty? + bta’? 
110. Betrachtet man die Parabel Bu ze so findet man 


TRETEN Gleichung der Tangente; - 
oder yy’ = p (2 + 2’) 

y — y = — Fy (æ — x^), Gleichung der Normale; 

SP 2a, Sn = p, 


— Va (2a Fp), N = Vp Ca +p). 


a? 
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111. Betrachten wir jetzt die logarithmische Linie, deren 
Gleichung y =al = sei; « und m sind gegebene Linien, und 


die Logarithmen beziehen sich auf die Basis von Neper, was 
übrigens die Allgemeinheit der Gleichung um Nichts vermin- 
dert. Man hat in diesem Falle: 


dy a 
de. 8 
a ATNA i 
y-Y=- (@— a), Gleichung der Tangente; 
1 
y — y! = — — (x—a’), Gleichung der Normale; 
a 
x! 
{ } al — 
| a m 
— _— rl — na = 
eee m’ er A 


Wenn man die Subtangente und die Subnormale auf der 
Axe der y nimmt statt auf der Axe der x, so haben sie zum 


Ausdruck den Werth von y — y’ für æ — 0. 
Man findet so 


S = — 4, S, = —: 


112. Betrachten wir noch die Curve, welche Cycloide 


genannt wird und mehrere sehr merkwürdige Eigenschaften 
besitzt. 


Sie wird erzeugt durch einen Punkt der Peripherie eines 
Kreises, welcher, ohne zu gleiten, auf einer ihn tangirenden 
unbegrenzten Gerade fortrollt. Sie setzt sich zusammen aus 
unendlich vielen übereinanderlegbaren Zweigen, von denen jeder 
zur Basis einen Theil der Gerade hat, der gleich ist dem 
Umfange des beweglichen Kreises. 


Nehmen wir die gegebene Gerade zur Axe der æ und den 
‚Ursprung in irgend einem der Punkte, worin sie von der Curve 
getroffen wird. Es sei B in einem gewissen Augenblicke der 
Berührungspunkt des erzeugenden Kreises mit der Axe der z, 
und der Bogen MB gleich AB; der Punkt M wird der Cy- 
cloide angehören. Bezeichnen wir durch œ den Winkel MOB, 
welcher alle Werthe von O bis zu + « annehmen kann, so ist 
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es leicht, die folgenden Gleichungen zu erhalten, worin « den 


Kreisradius bedeutet, 


æ = a (u — sinw), y = a (1 — cos w). 
Fig. 1. 


Diese Gleichungen finden statt in der ganzen Ausdehnung der 
Curve. Die Gleichung zwischen æ und y ist 


a—yY 


& == QA Are COS 


— V2ay—y?; 


147 


man muss aber das Zeichen der Wurzel in den beiden Hälften 
eines jeden der auf einander folgenden Zweige verschieden neh- 
men. Durch Differentüren dieser Gleichungen erhält man 


de = a (1—coso) da — ydo, dy = a sino do, 


dy Di) 2a—y 
de... | T k 


t 


2a —j' j 
y — y = E ka (#— x'), Gleichung der Tangente, 


y' 
i 
y — y’ = AE (»— æ’), Gleichung der Normale, 
au —ıN 
q i 
S= y’ VAER Sn — yV 2ay'— y’? saii BP, 
d Try 
2a RAR 
— y’ er ah T = Jay’ —= MB. 
Pe Ja N V2ay 


Der Werth von S, oder von N zeigt, dass MB die Normale, 
und also MS die Tangente ist, 
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Analoge Formeln in Polarcoordinaten. 


113. Es sei gegeben die Gleichung F (0,r) = O zwischen 
den Polarcoordinaten 9 und r, und nehmen wir uns vor die 
Fig. 2. Tangente im Punkte M 
der Curve zu bestim- 
men, welche diese Glei- 
‚ chung darstellt. Hierzu 
suchen wir den Win- 
kel u, den diese Tan- 
gente mit dem Radius 
vector ÖM macht; das 
Dreieck KMN giebt 
KM _ smN 
KN sn KMN’ 
woraus folgt, indem man zu den Grenzen übergeht, 
rdo =y opit i 
EN 77 
då 
Die Subtangente und die Subnormale beziehen sich auf die 
durch den Pol geführte Senkrechte zu dem Radius vector. 
Man findet sogleich die folgenden Formeln: 


r2 - dr 
D= r tanyu = Ip’ er, 
dd 


A | / „ du? A dr? 
T =r ko P Fe ETE 


Wir wollen diese Formeln auf einige Beispiele anwenden. 
114. Zunächst ist für die Archimedische Spirale 
r= a anu S0 u, S a 
Man sieht, dass die Subnormale constant ist, und dass die 
Curve, welche im Pol die Axe tangirt, sich immer mehr dem 
Senkrechtstehen auf dem Radius vector nähert. 


Für die Gleichung r — i7 der hyperbolischen Spirale 
wird 
dr a Bo 
Fr tangu = — 0, (= — a 


In dieser Curve ist also die Subtangente constant, 


— 15. — 
Betrachten wir noch die logarithmische Spirale, waew 
die Gleichung hat r — ae”, so wird 


dr 12 m® Pa 1 
FT] = mae™?, tangy = = 
i r 
S, = ag S, = Mr, 


RA N = rV lp. 


Der Werth von tang u zeigt, dass der Radius vector immer 
eine gleiche Neigung gegen die Tangente hat. 

Die Werthe von S, und S, zeigen, dass die Endpunkte 
der Normale und der Tangente Spiralen beschreiben, welche 
identisch mit der ersten sind und ähnlich liegen in Bezug auf 
verschiedene, durch denselben Pol gehende Axen. 

Dieselben Formeln finden auch eine sehr einfache Anwen- 
dung auf die Kegelschnitte. 


Theorie der Asymptoten. 


115. Man nennt Asymptote eines unendlichen Cur- 
venzweigs eine solche Gerade, dass die Punkte dieser Curve 
sich ihr unbegrenzt nähern ohne sie jemals zu treffen, indem 
sie sich auf dem Zweige, den man betrachtet, unbegrenzt ent- 
fernen. 

Jede zur Axe der y nicht parallele Asymptote hat eine 
Gleichung von der Form 

y = kæ -H rA 
während k und l endliche Werthe haben. 
Der Zweig der Curve wird zur Gleichung haben 
y = kæ + l + Ks 
wo V eine bekannte oder unbekannte Function von «w ist, welche 
aber mit wachsendem x gegen Null convergirt. Man folgert 


hieraus k = lim ea l — lim (y — ka). Umgekehrt werden 


so bestimmte Werthe von k und 7 für einen reellen Curven- 
zweig nothwendig einer Asymptote dieses Zweigs entsprechen, 
weil die Grenze von y — kæ — l Null ist für die Punkte die- 
ses Zweigs, deren x unbegrenzt wächst. 


www.rcin.org.pl 


— 106 — 


Die zur Axe der æ parallelen Asymptoten entsprechen 
k — 0. Um die zur Axe der y parallelen Asymptoten zu fin- 
den, würde man die Gleichung æ = k'y + betrachten und 
sich nur mit dem Werthe Null von 4’ beschäftigen. 

116. Wenden wir diese Betrachtungen an auf eine Curve, 
deren Gleichung sich in mehrere, in Bezug auf x, y homogene 
Theile zerlegen lässt, und folglich unter nächstehender Form, 
worin wir die Exponenten von x abnehmend voraussetzen, dar- 
gestellt werden kann: i 


mR (L) 4 af L) Ho. 


Setzen wir 1 = p, also y= pæ; zunächst ist die Grenze 
von p für æ = œ zu finden. 
Die Substitution giebt 
am F (p) + ar f(p) + iela EE 
daher 
FILE. 0; 


und während v wächst, nähert sich F(p) der Null: die Grenz- 
werthe von p, d. h. die Werthe von k, sind also reelle Wur- 
zeln der Gleichung 
Fk)—=0. 
Man hat nun den Werth von l zu finden, welcher einem 
Werthe von k entspricht; hierzu wird man y — kæ —= t setzen 
und die Grenze von t suchen. 


Die Gleichung der Curve geht durch diese Substitution 
über in 


er (k 4 +) Hase + )+ Be u, 
weil aber F (k) — 0, so hat man 
t t t 
wo 0 zwischen 0 und +1 liegt; man erhält daher 


ae (+) + eye + L)+ = 0 


oder 


FEN ITA E 20 
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Ist m = n+ 1, so giebt x — œ zur Grenze von t, d. h. zum 


Werthe von |, 
MORE. 


F*(k) 
Wenn m > n + 1, so hat man 
l = 0. 


Wenn m < n-+1, so hat ¿ keine Grenze, und es giebt 
keine Asymptote für diesen Werth von k. Also ist im Allge- 
meinen die Gleichung der Asymptote y = kæ — rn wo 

/(k) sich auf die Terme vom Grade m— 1 bezieht, und 
Null wird, wenn n < m— 1; es giebt keine Asymptote, wenn 
n > m—]l. 

Wenn n < m— 1, so ist die Gleichung der Asymptote 
von der Form y — kæ = 0. 

Wenn, in dem Falle von n — m— 1, der aus F (k) = 0 
gezogene Werth von k auch den Gleichungen F’(k) = 0, 
J (k) = 0 genügt, so muss man zu F“ und /' übergehen und 
darf den Term der vorgelegten Gleichung mit =”? nicht mehr 
vernachlässigen, wenn ein solcher vorhanden ist, da dieser jetzt 
von derselben Ordnung wie die beiden ersten wird. 

Die Gleichung, welche die Grenze von t bestimmt, ist in 
diesem Falle 


AM 2 t2 


Pr (r40 $) + ep (+04) 
+amg(t + Z) +.. =0, 


während a” —? ø (2) den dritten Term der vorgelegten Glei- 


chung bezeichnet. 
Inder; man durch 2” 2 theilt und zur Grenze übergeht, 
wird ! durch die Gleichung bestimmt 


e EO LIU + g) = 0. 

Man würde in ähnlicher Weise verfahren, wenn diese drei 
neuen Functionen für diesen besonderen Werth von % Null 
würden. 

Ist n < m—1 und F'(k) = 0, so hat man nicht mehr 
nothwendig l — 0, 


www.rcin.org.pl 


— 18 — 


117. Wenn die Curve auf Polarcoordinaten bezogen ist, 
so wird man alle Richtungen finden, welche Asymptoten geben 
können, indem man alle Werthe von 9 sucht, welche für r 
einen unendlichen Werth geben. 

Es sei œ ein solcher Werth von %, so suche man die 
Grenze von r sin (d— «), welches der Ausdruck für die Senk- 
rechte von irgend einem Punkte der Curve auf diejenige Ge- 
rade ist, die durch den Pol geht und den Winkel œ mit der 
Axe bildet. Diese Grenze ist die Entfernung der Gerade 
von der Asymptote, und das Zeichen, mit welchem sie behaf- 
tet ist, lässt erkennen, auf welcher Seite die Asymptote liegt. 
Wenn das Product r sin(#—«) unbegrenzt wächst, so giebt 
es keine Asymptote in dieser Richtung. 

Man wird das- nämliche Resultat erhalten, ob man die 
Grenze von r (O0 — «) oder von rsin (0 — «) sucht, weil die 
Grenze von me die Einheit ist. 


118. Als Beispiel habe man die allgemeine Gleichung 
Form + rm + Amt: + An O, 
worin Ay, As, » » Am beliebige Functionen von 0 bezeichnen. 
Die Gleichung F (0) = 0 ergiebt alle möglichen Richtungen 
von Asymptoten. Es sei œ eine reelle Wurzel dieser Gleichung, 
und 6 = « +-; weil F(«) = 0, so hat man F (« + ô) = 
ö.F' (« + #6), und die Gleichung der Curve wird jetzt, indem 

man durch r»—1 dividirt, 
röF'(a-+H5) + F(la+9) +: = 0. 

Wird r unendlich, so bleiben nur die zwei ersten Glieder 
stehen, und man findet 
f (0) 
170) 

Wäre f(«) = 0, F’(«) = 0, so würde man wie in dem 
vorhergehenden Falle verfahren. 


119. Man soll für die Curve von der Gleichung 
ay? + bæy + ca? + dy + ex +f= 0 
die Asymptoten finden; in diesem Falle hat man 
F (k) = ak? 4 bk +c, 
fk) = dk + e 


lim r (0—&) = lim rô = — 
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Setzt man nun F(k) — 0, so folgt 


b + Vb2—4ac 
| 2a ; 
wodurch die Ellipse ausgeschlossen wird. 


gi 


Die Gleichung dieser Asymptoten wird 
dk + e 
Dak+b 
Im Falle der Parabel ist der letzte Term unendlich, und 
folglich ist die Hyperbel die einzige Curve zweiten Grades, 
welche Asymptoten hat. 


y=ka— 


120. Es sei jetzt y — ae”, die Gleichung der logarith- 
mischen Linie, welche nicht in der oben betrachteten allgemei- 
nen Classe steckt, weil e”? von keinem endlichen Grade in 
Bezug auf « ist. 


Man wird immer die Grenze von 2 und dann die von 


y— kæ suchen. 


Man findet sogleich k = 0; ferner ist die Grenze von y 
Null und entspricht den negativen æ. Die Asymptote ist also 
die Axe der x und nur in der Richtung der negativen «. 

121. In dem Falle der Curve, welche das Descartes’- 
sche Folium genannt wird, und deren Gleichung ist 

yè + æ — B3ary—=(, 
findet man eine Asymptote, welche zur Gleichung hat 


y = — 8 — al 
122. Die Gleichung y? = cos führt zu k=0, I=+1. 
Diese Curve hat also zu Asymptoten die zwei Geraden 
y= +1, y= — 1. 


123. Die Gleichung y = a => stellt eine Curve dar, 


welche die Axe der x zur Asymptote hat, und das Merkwür- 
dige darbietet, dass sie abwechselnd auf beiden Seiten ihrer 
Asymptote ins Unendliche fortgeht. 


124. Auch die Gleichung y = a sin + giebt y = 0 zur 
Gleichung ciner Asymptote. 
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Diese Curve bietet die merkwürdige Eigenschaft dar, dass 
sie sich der Axe der y in dem Theile zwischen y = — a, 
y — + a unbegrenzt annähert; und’es ist dies ein wahrer 
Asymptotismus, weil die Länge der Curve ohne Grenze wächst, 
während sie sich einer festen Gerade unbegrenzt nähert. 

Diese Curve ist dieselbe, welche man erhält, wenn man 
auf einen Cylinder eine gleichseitige Hyperbel aufwickelt, von 
der eine Asymptote parallel zur Ebene der Basis ist, und die 
resultirende Curve auf eine gewisse, durch die Axe des Cylin- 
ders gehende Ebene projieirt.. 

125. Nehmen wir jetzt die TREE NEE einer Hyperbel, 
in Bezug auf einen ihrer Brennpunkte, 

(a — c cosh) r = b? c — Vae+0; 
man findet 
cosa = 5, lim rô = b, 

wodurch die beiden Asymptoten bestimmt werden. 


126. Für die hyperbolische Spirale 
(0 = ©) RT 
findet man 
& — 0, limr = a 
127. Die Asymptoten als Grenzen der Tangenten 
betrachtet. — Wenn man von der obigen Gleichung 


D er E)E =o 
ausgeht, welche nicht allein alle algebraischen Curven enthält, 
sondern noch alle diejenigen, deren Terme von bestimmten 
Graden in Bezug auf « und y sind, so kommt man zu einer 
bemerkenswerthen Eigenschaft der Asymptoten, welche darin 
besteht, dass man sie als Grenzen der Tangenten des Curven- 
zweigs betrachten kann, auf welchen sie sich beziehen. 

Wir können der Axe der y eine willkürliche Richtung 


geben, und dann wird Z gegen eine endliche Grenze k con- 


_ vergiren, welche eine Wurzel der Gleichung 

F = 0 
ist. Dies vorausgesetzt, bezeichne o (x, y) das erste Glied 
der Gleichung (1), so hat man 
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Tr 70 
vo=- Eler (H) tere) 
4 narma g (2) AEE 
9 (y) = + [er CE p af ta TA |; 


woraus folgt 

mam-ı F 4) + nar- f (#) p... 
m-ı m (I n— ERE SL 

zi P(E) ta “g (2) + 


Lässt man nun æ unbegrenzt wachsen, so convergirt F CF) 


d 
(2) = Y 


& 


gegen Null, und die Gleichung (2) ergiebt 


TEE DE ELEA 
(3) lim == lim -7 


Hiernach ist zunächst, wenn ein Curvenzweig eine Asymptote 
hat, ihre Richtung die Grenze der Richtungen der Tangenten 
dieses Zweigs. 


Suchen wir jetzt die Grenze des Punktes, in welchem die 
Tangente die Axe der y trifft, und dessen Ordinate y— z Hist 
Die Gleichung (2) giebt 


TORONA 
Pe) 


Nehmen wir zuerst an n = m—1, in welchem Falle der Cur- 
venzweig eine Asymptote haben wird, so hat man 


x meP (2) + (m—1) AEA ER 
Mae E ee Seren 
BIETER 
Dieser Ausdruck lässt sich mit Hülfe der Gleichung (1) ver- 
einfachen. In der That, theilt man diese letzte durch „=-1 


Ren = Ma 
(4) Fu he eika 
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und setzt n = m— 1 voraus, so erhält man für ein unbegrenzt 


wachsendes x 
. Y a EE 
m [er(2) (H= 
Die Gleichung (5) giebt daher 
we i 
As) 


lim (y x 2) = lim ee 
— ó dar = f y ) Sa, ? y ) 9 
und folglich 
im (y oy 2) = iag -F 


also schneidet die Tangente pe Axe der y in einem Punkte, 
dessen Grenze der Durchschnittspunkt dieser Axe mit der 
Asymptote ist. 
Wenn n < m—1, so existirt die Function f nicht, und 
man findet 
; d 
lim | y — x - Se iX 
Die Asymptote und die Grenze der Tangenten gehen jetzt 
durch den Ursprung. 
Nehmen wir endlich an n > m—1, dann hat der unend- 
liche Curvenzweig keine Asymptote. Setzt man n= m — 1+ ð, 
so giebt die Gleichung (1), durch a* dividirt, 


= Y y 

üm [2-0 r (2) + 7(2)] = 
und indem man diese Bedingung in die Gleichung (4) einführt, 
findet man, dass y — «æ 2y mit x unendlich wird, und dass es 
folglich keine Grenze giebt für den Durchschnittspunkt der 
Tangente mit der Axe der y. 

Man wird also in allen Fällen zu dem nämlichen Resultate 
kommen, ob man die Asymptote eines unendlichen Zweigs, oder 
die Grenze seiner Tangenten sucht. 

Man muss aber wohl bemerken, dass wir hier unter Grenze 
der Tangenten diejenige Gerade verstehen, welche die Grenz- 
neigung hat und eine der Axen, z.B. die der y, in demjenigen 
Punkte schneidet, welcher die Grenze des Durchschnittspunktes 
der variablen Tangente mit dieser Axe ist. Man würde eine 
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Gerade nicht bestimmen, wenn man einfach sagte, dass 
sie die Grenze sei von einer beweglichen Gerade, welche 
nicht parallel zu sich bleibt. In der That, diese bewegliche 
Gerade ist in derselben Weise gelegen in Bezug auf unter 
einander parallele Geraden, obgleich sie dieselben in Punkten 
trifft, welche von einander sehr entfernt sein können; und wenn 
sie einer von diesen Parallelen sich unbegrenzt nähert, so nä- 
hert sie sich ebensoviel den anderen, von den respectiven 
Punkten an, worin sie dieselben trifft. 

Der Beweis, welchen wir gegeben, folgt so einfach aus 
der Form der Gleichung (1), für welche wir die allgemeine 
Gleichung der Asymptoten berechnet haben, dass wir glaubten 
ihn nicht übergehen zu dürfen. Aber gerade weil er sich auf 
diese Form stützt, hat er nicht die ganze Allgemeinheit, welche 
man wünschen kann, und wir wollen jetzt die Aufgabe unab- 
hängig von jeder besonderen Gleichungsform behandeln. 

128. Eine Asymptote ist im Allgemeinen die Grenze 
der Tangenten. — Betrachten wir irgend einen unendlichen 
Curvenzweig, der eine Asymptote AX hat; da diese Curve 
nicht durch eine Gleichung gegeben wird, so ist es nothwendig, 


Fig. 3. 


von ihr gewisse wohl bestimmte geometrische Bedingungen zu 
kennen, auf welche man das Raisonnement gründen kann. Wir 
nehmen als einzige Definition dieser Curve an, dass sie so ist, 
dass ihre Punkte, von einem gewissen Punkte B an bis ins 
Unendliche, sich AX beständig nähern, und dass die Nei- 
gung ihrer Tangente gegen AX sich immer in demselben 
Sinne ändert. Es ist zunächst klar, dass die Curve von dem 
Punkte B an convex ist gegen AX; denn die in irgend einem 
Punkt gezogene Tangente trifft AX jenseits ihres Berührungs- 
punktes, weil die Entfernungen nach dieser Seite hin abnehmen: 
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 8 
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wenn daher die Curve concav gegen AX und folglich zwischen 
AX und ihrer Tangente enthalten wäre, so würde sie, der 
Voraussetzung zuwider, AX schneiden. 

Dies vorausgesetzt, ziehen wir irgend eine feste Gerade 
AY; nehmen wir auf ihr einen Punkt P, der näher liegt an 
AX als der Punkt B, und’ führen wir die unbegrenzte Gerade 
FU parallel mit AX. Sie wird nothwendig die Curve in 
einem Punkte M treffen, der desto weiter entfernt liegt von AY, 
je kleiner AP ist. 

Wenn man jetzt den Punkt P successive mit den verschie- 
denen Punkten der Curve verbindet, die über M hinaus liegen, 
so wird diese Gerade nothwendig AX schneiden, und folglich 
vorher die Curve in einem zweiten Punkte treffen. Diese sich 
continuirlich um P drehende Secante wird in einer einzigen 
Lage P Q Tangente werden, und der Berührungspunkt N wird 
über M hinaus liegen. Nun müssen die Tangenten, welche zu 
Punkten gehören, die über N hinaus liegen, nothwendig P Q 
zwischen N und Q schneiden, und AX jenseits von Q; sie 
werden also AY zwischen A und P schneiden; und da man 
PA so klein voraussetzen kann als man will, so folgt, dass die 
Tangenten der Curve AY in Punkten schneiden, welche sich 
beständig A nähern, und dass ihre Entfernung von diesem 
Punkte Null zur Grenze hat. Da ausserdem der Winkel, den 
sie mit AX bilden, Null zur Grenze hat, so kann man, unter 
den oben bezeichneten Einschränkungen, den Satz aussprechen: 

Wenn ein unendlicher Zweig eine Asymptote 
hat, so schneiden die Tangenten an diesem Zweige 
eine feste, mit der Asymptote nicht parallele Ge- 
rade in Punkten, welche eine Grenze haben, indem 
sich der Berührungspunkt unbegrenzt entfernt; 
ebenso hat die Richtung der Tangenten eine Grenze, 
und wenn man durch den Grenzpunkt eine Gerade 
in dieser letzten Richtung führt, so fällt sie mit der 
Asymptote zusammen. 

129. Wenn die geometrischen Bedingungen, welche wir 
annahmen, nicht erfüllt wären, so würde es möglich sein, dass 
der Curvenzweig eine Asymptote besässe, und die Tangenten 
keine Grenze hätten. 

In der That, wenn die Neigung der Curve sich nicht im- 
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mer in demselben Sinne ändert, so ist es möglich dass Tan- 
genten, welche in Punkten gezogen sind, die über N hinaus- 
liegen, P Q nicht zwischen P und Q schneiden, folglich auch A} 
nicht zwischen P und A; nichts beweist jetzt, dass ihr Durch- 
schnittspunkt mit A Y eine Grenze hat, und es ist sogar leicht, 
Fälle zu finden, wo dies nicht stattfindet. 
Man nehme z. B. die Gleichung 
_4+ sing 
Be Reg Teer, 
worin m positiv und aœ1. Die Curve liegt über der positiven 
Axe der x; ferner nähert sie sich ihr unbegrenzt, und folglich 
ist diese Axe eine Asymptote derselben. Suchen wir nun den 
Punkt, worin die Tangente die Axe der y trifft. Seine Ordinate 
z , weil die Ordinate y 
des Berührungspunktes gegen Null convergirt. Man hat aber 
x dy — pina on — TEN ENTI 
da am 
von welchem Ausdruck das letzte Glied gegen Null convergirt. 
Es bleibt also die Grenze von z!=m cosz zu finden. Diese 
Grenze ist Null, wenn m > 1, und dann hat die Tangente eine 
Grenze, welche mit der Asymptote übereinkommt. Aber wenn 
m = l oder m < 1, 


yat hat dieselbe Grenze wie — æ g 


so ist æ ay unbestimmt: es kann alle Werthe haben zwischen 


zwei endlichen Grenzen im ersten Falle, und zwischen zwei 
unendlichen im zweiten. Woraus man sieht, dass ein Cur- 
venzweig eine Asymptote haben kann, ohne dass 
eine Grenze für seine Tangenten existirt. 

Man thut wohl, indem man bemerkt, dass die Tangente, 
von ihrem Berührungspunkte an betrachtet, unbegrenzt gegen 


die Axe der x hinstrebt, weil y und dy gegen Null conver- 


giren; wenn man sie aber bis zur Axe der y verlängert, so 
entfernt sie sich von der Axe der x um endliche oder sogar 
unbegrenzt wachsende Grössen, wie wir dies eben gezeigt ha- 
ben. Man sagt in diesem Falle, dass eine Gerade keine Grenze 
habe, weil man sie immer auf den Anfangspunkt und auf feste 
Axen bezieht. 

gr 


www.rcin.org.pl 


RC. ade 


130. Jede Grenze der Tangenten ist Asymptote. 
— Diese Umkehrung des vorhergehenden Satzes kann man, 
wie folgt, beweisen. 

Es sei X’ X eine Gerade, gegen welche die Tangenten 
eines unendlichen Curvenzweigs convergiren: und hierunter ver- 

Fig. 4. stehen wir, dass 
diese Tangenten 
mit X’X einen 
Winkel machen, 
der gegen Null 
convergirt,indem 
| die Berührungs- 
punkte sich un- 
begrenzt entfer- 
nen; und dass, 
wenn man durch 
einen auf X’ X ge- 
nommenen Punkt 
A eine feste Axe AY führt, sie durch die variable Tangente 
in einem Punkte geschnitten wird, dessen Grenze A ist. 

Betrachten wir jetzt irgend eine Tangente PQ: es ist an- 
genommen, dass von einer gewissen Lage des Berührungs- 
punktes an bis ins Unendliche, der Punkt P sich A unbegrenzt 
nähert, und dass der Winkel A QP gegen Null convergirt, 
wobei diese beiden Grössen ihre Zeichen behalten oder in ir- 
gend einer Weise ändern können. Nun ist offenbar, dass wenn 
der Berührungspunkt M immer in dem Theile PQ der Tan- 
gente liegt, in welchem Winkel der Axen er sich befindet, 
dass dann seine Entfernung MT von X’X kleiner ist als PA, 
und er sich folglich X* X unbegrenzt nähert, weil die Grenze 
von PA nach der Voraussetzung Null ist. Also ist in diesem 
Falle die Linie X’ X eine Asymptote. 

Dieser Fall findet statt z. B. wenn, von einer gewissen 
Lage der Tangente ab, der Punkt Q sich von A immer ent- 
fernt, während der Punkt P sich A immer nähert; denn die 
successiven Durchschneidungen der Tangenten geschehen dann 
immer in dem Winkel YA X, und folglich sind auch die Grenzen 
dieser Punkte, oder die Punkte der Curve selbst, darin enthalten. 

Es bleibt daher der Fall zu betrachten, wo der Berüh- 
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rungsipunkt ausserhalb des Theiles PQ liegt. Wir werden be- 
weisem, dass jetzt die Tangente X’X nicht zur Grenze 
haben kann, wenn nicht die Punkte dieses Curvenzweigs sich 
derselben Linie X’ X unbegrenzt nähern, welche dann wieder 
eine Asymptote sein wird. 

In der That, denken wir uns einen unendlichen Curven- 

Fig. 5. zweig, dessen Ordinate nicht 

gegen Null convergirt, und 
dessen Tangente mit der Axe 
AX einen Winkel macht, 
der Null zur Grenze hat. 

Die Ordinate kann un- 
begrenzt wachsen oder be- 
grenzt bleiben; in diesem 
letzten Falle kann sie gegen 
einen bestimmten Werth con- 
vergiren, oder zwischen bestimmten Grenzen oscilliren: so dass, 
wie gross auch æ sei, die Curve über einer von AX end- 
lich entfernten Parallele bleibt, oder wenigstens dahin zurück- 
kehrt. Wir wollen nun zeigen, dass unter diesen verschiedenen 
Voraussetzungen AX nicht Grenze der Tangenten sein kann. 

Nehmen wir zuerst an, dass die Ordinate unbegrenzt 
wachse, und führen wir zu AX eine Paralle C V in einer so 
grossen Entfernung AC von AX, als man will; diese Parallele 
wird nothwendig die Curve in einem gewissen Punkte M tref- 
fen, und die Entfernung CM wird jede gegebene Grösse über- 
steigen können. Wenn man jetzt durch den Punkt C und 
einen Punkt M’ der Curve, der über CV und von M so wenig, 
als man will, entfernt liegt, eine gerade Linie gehen lässt, so 
weiss man, dass wie klein der Winkel sei, den sie mit 
AX macht, sie zuletzt die Curve in einem zweiten Punkte 
über M hinaus treffen wird, weil der Winkel der Tangente 
an der Curve mit AX gegen Null convergirt. Also wird, 
wenn man die CV um C dreht, sie zuletzt Tangente in 
einem über M hinaus gelegenen Punkte werden. Indem 
man also weit genug entfernte Punkte auf der Curve nimmt, 
wird die Tangente AY in Punkten schneiden, die in so grossen 
Entfernungen, als man will, von A liegen. Also haben die 
Tangenten AX nicht zur Grenze. 
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Nehmen wir jetzt an, dass die Ordinate nicht unbegrenzt 
wachse, und dass die Punkte der Curve beständig über einer 
Fig. 6. Gerade BU bleiben, die 
parallel zu AX in einer 
bestimmten, von Null ver- 
schiedenen Entfernung ge- 
führt ist, oder auch dass 
sie in beliebigen Inter- 
vallen über und unter BU 
liegen. Betrachten wir 
einen Punkt M der Curve, 
der über BU in einer 
Entfernung von AY liegt, die grösser ist als jede ge- 
gebene Grösse, und führen wir durch diesen Punkt MD pa- 
rallel mit AX. Indem man wie im vorigen Falle schliesst, 
beweist man, dass eine Tangente in einem auf der Curve über 
M hinaus-gelegenen Punkte existirt, welche AY in D und folg- 
lich über B trifft; woraus folgt, dass AX nicht Grenze der 
Tangenten ist. 

Es würde also AX nicht die Grenze der Tangenten 
sen, wenn die Punkte der Curve ausserhalb des Theiles der 
Tangente lägen, welcher zwischen den beiden Axen enthalten 
ist, ohne dass zu gleicher Zeit ihre Entfernung von AX 
gegen Null convergirte. Wenn aber diese Entfernung gegen 
Null convergirt, so ist AX Asymptote. Hieraus folgt schliess- 
lich, dass wo auch der Berührungspunkt auf der variablen 
Tangente liegt, wenn diese Gerade gegen eine Grenze conver- 
girt, in dem oben definirten Sinne, dass diese Grenze eine 
Asymptote ist. _ 


Differentiale des Bogens, der Fläche und der Nei- 
gung einer ebenen Curve. 


131. Man kann mit der Länge einer Curve einen prä- 
eisen Sinn nur verbinden, indem man diesen Namen der Grenze 
giebt, gegen welche der Umfang eines dieser Curve eingeschrie- 
benen Polygons convergirt, während seine Seiten gegen Null 
convergiren. 
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Man muss aber beweisen, dass diese Grenze existirt und 
immer dieselbe ist, nach welchem Gesetze auch die Seiten die- 
ses Polygons gegen Null convergiren. 

Hierzu denken wir uns zuerst nur zwei Sehnen einge- 
schrieben in den ganzen Bogen, den man betrachtet; darauf 
schreiben wir zwei in jeden der beiden Theile dieses Bogens 
ein, dann zwei in jede der Unterabtheilungen, und so ohne 
Ende weiter, so dass die Zahl der Seiten durch die Formel 2” 
ausgedrückt wird, während n unbegrenzt wächst. Der Umfang 
wird beständig wachsen; und da man leicht eine endliche 
Grösse angeben kann, unter welcher er immer bleibt, so wird 
er offenbar gegen eine gewisse Grenze convergiren. Es bleibt 
zu zeigen, dass jede andere Art der Theilung des Bogens zu 
derselben Grenze führt. 

In der That, betrachten wir zwei derselben Curve eingeschrie- 
bene Polygone mit überaus kleinen Seiten, von denen eines der be- 
zeichneten Reihe und das zweite irgend einem anderen Gesetze an- 
gehört; führen wir Ordinaten durch alle Ecken des einen und des 
anderen: die beiden Perimeter werden durch diese Ordinaten 
in dieselbe Anzahl von Theilen getheilt, und diejenigen, welche 
zwischen zwei sich folgenden Ordinaten enthalten sind, haben 
ein Verhältniss, welches der Einheit um so näher ist, je kleiner 
die Seiten sind; denn ihre Richtungen unterscheiden sich un- 
endlich wenig von jener der Nachbartangente. Daraus folgt, 
dass das Verhältniss: der beiden Perimeter unbegrenzt gegen 
die Einheit convergirt, indem die Seiten gegen Null convergi- 
ren. Die Grenze, welche durch die erste Theilungsart erhal- 
ten wird, ist also dieselbe wie für jede andere. 

Man kann bemerken, dass man noch dieselbe Grenze findet, 
wenn die Ecken des Polygons nicht auf der Curve selbst, aber 
ihr unendlich nahe liegen, und wenn die Seiten zu ihren 
Grenzrichtungen immer diejenigen der Tangenten in den un- 
endlich nahen Punkten haben. Man kann auch Polygone neh- 
men, welche der Curve umschrieben sind; man könnte selbst 
eine Folge von einander getrennter Linien nehmen. Denken 
wir uns z. B. Parallelen, welche den Curvenbogen schneiden 
und einander unendlich nahe sind; wenn man durch jeden 
Theilungspunkt eine Tangente führt, so wird die discontinuir- 
liche Folge der Theile dieser Tangenten, welche zwischen dem 
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Berührungspunkt und der nächsten Parallele enthalten sind, 
offenbar dieselbe Grenze wie der eingeschriebene Perimeter 
haben. Man würde noch viele andere Weisen finden, um zu der- 
selben Grenze durch Summen von geraden Linien zu gelangen; 
die einzige nothwendige Bedingung ist, dass diese Summen 
und die eingeschriebenen Perimeter sich aus correspondirenden 
Elementen zusammensetzen, deren Verhältniss die Einheit zur 
Grenze hat. 

Nach unserer Definition von der Länge der Curven sieht 
man leicht ein, dass jede geschlossene convexe Curve kleiner 
ist als die Linien, welche sie umhüllen; und wenn man nur 
einen Bogen von ihr betrachtet, dass er kleiner ist, als jede 
Linie, welche ihn umhüllt und mit denselben Punkten schliesst. 

Auch ist leicht zu sehen, dass die Grenze des Verhältnisses 
eines unendlich kleinen Bogens zu seiner Sehne die Einheit 
ist, und dass man folglich für das unendlich kleine Increment 
eines Bogens die Sehne nehmen kann, welche es spannt. 

Bezeichnet s die Länge des Bogens, so hat man demnach 


4= VAR tspt+o=sV 1425 + o, 


wo ® unendlich klein ist gegen 4s; man folgert daraus 


d Auge: 
2=Vı er de = Vda I ayı. 


dæ 


In einem System von Polarcoordinaten hat man 
ds DaT 
"T Vr + oder ds = Vrrd® F dr. 


132. Die Fläche, welche enthalten ist zwischen zwei Or- 
dinaten, der Axe der v und dem Bogen einer Curve, wächst 
um eine Grösse, welche zwischen zwei Parallelogrammen liegt, 
deren Grenzverhältniss die Einheit ist, indem fx gegen Null 
convergirt: man kann daher jedes von beiden statt des eigent- 
lichen Increments der Fläche nehmen, ohne die Grenze des 
Verhältnisses zu /x zu alteriren. Wenn man also die Fläche 
durch A bezeichnet, so hat man 

= = ysin l, oder dA=yda sinl, 
wo O den Winkel der Axen bezeichnet. 
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In einem Systeme von Polarcoordinaten treten ähnliche 
Sectoren an die Stelle der Be ei und man findet 
BA = 
Bn=7 oder. dÅ = 5rd. 
133. Die N p der Ka gegen die Axe der x 
wird bestimmt durch die Gleichung 


BL. 
tangp = Er 
daher 
dèy 
dp „ay da? 
ds Ev sp da == dy? 
Li da? 
oder 
Ey dæ 
ip dæ? 
dy? 
ram 


Diesen Werth von dp werden wir den Oontingenzwinkel 
nennen; er kann für fg genommen werden, welches der Win- 
kel der zwei Tangenten in den Punkten ist, deren Abscissen 
sich um fx unterscheiden, ohne dass die Grenzen der Ver- 
hältnisse alterirt werden. 

In einem Systeme von Polarcoordinaten ist der Winkel 
zweier sich folgenden Tangenten, oder die unendlich kleine 
Differenz der Neigung p der Tangente gegen die feste Axe, 
gleich dem Winkel der beiden correspondirenden Radien -Vectoren 
plus dem Increment der Neigung der Tangente gegen den Ra- 
dius, der nach dem Berührungspunkte geht. Man findet daher 


dr? d?r 
Aa Na 
dp— 0 
` dr? 
"am 


Concavität und Convexität. 


134. Man sagt eine Curve sei concav in eınem ihrer 
Punkte in Bezug auf eine gegebene Gerade, wenn, von diesem 


Punkte an, ihre beiden Zweige anfänglich in dem spitzen Win- 
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kel enthalten sind, der durch die gegebene Gerade und die 
Tangente der Curve in dem Punkt den man betrachtet, ge- 
bildet wird. Wenn dagegen ihre beiden Zweige anfänglich 
ausserhalb dieses Winkels liegen, so nennt man die Curve in 
diesem Punkt convex gegen die Gerade. 

Wir wollen die analytischen Merkmale kennen lernen, 
welche diesen beiden Umständen entsprechen, indem wir an- 
nehmen, dass man die gegebene Gerade zur Axe der x ge- 
nommen habe. Im Falle der Concavität muss die Ordinate der 
Curve, absolut genommen, kleiner sein als die der Tangente 
in dem Punkte den man betrachtet, für die unendlich nahen 
Nachbarwerthe von x zu demjenigen, welcher diesem Punkte 
entspricht. Die Ordinate der Curve wird also kleiner sein als 
diejenige der Tangente, wenn sie positiv, und grösser, wenn 
sie negativ ist. . Das Umgekehrte findet statt für die Con- 
vexität. 

Bezeichnet man durch =’, y’ die Coordinaten des ge- 
gebenen Punktes, und durch 4 eine Grösse, welche kleiner 
werden kann als jede gegebene Grösse, so hat man für die 
Punkte der Curve 


h? Zr 
a Me Zah ii i 72) LOr 


und für die Tangente in dem Punkt (4', y’) 


d í 
pent Te 
ist daher y’ positiv, so wird die Curve concav sein, wenn der 


h2 (d2 „u, 
Ausdruck IE a negativ ist, und convex, wenn er po- 
An 


sitiv ist. Wenn man nun nicht Sr — 0 hat, so ist das Zei- 
chen des fraglichen Gliedes übereinstimmend mit dem von 
‘ 

PE, i in diesem Falle also, ist für die auf Seite der positiven 
y liegenden Punkte der Curve die Bedingung der Concavität 
d2 4 ` d? y’ 

per Tam >0. Das 
Umgekehrte findet statt für die auf Seite der negativen y lie- 
genden Punkte, woraus man die leicht zu behaltende Regel zieht, 


* 
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2y dèy’ 
Wenn aber TE :— 0, so muss man haben Ti = 0, 


damit die beiden Zweige der Curve auf einer und derselben 
Seite der Tangente in der Nähe des betrachteten Punktes lie- 


{ deyta an 
gen, und man wird an dem Zeichen von u die Concavität oder 


da’ 
j dt y’ 
Convexität erkennen. Wäre Arie — 0, so müsste man haben 
d5 y’ 
ig — 0, und so fort. 


Singuläre Punkte. 


135. Wenn die Concavität in Convexität übergeht, so 
muss SE sein Zeichen ändern und folglich durch Null oder 


durch das Unendliche gehen; die Punkte, wo diese Aenderung 
vorgeht, heissen Inflexionspunkte. 


Es genügt aber nicht, dass Py Null sei, damit Inflexion 


stattfinde; denn es wird erfordert, damit es sein Zeichen ändere, 


dans C aaki Mall a dae A a re an 
ass T nicht Null, oder dass Jar gleic zeitig Null sei, un 


d?y 2 ' 

so fort. Auch wenn 725 unendlich ist, muss man unter- 
x 

suchen, ob es sein Zeichen ändert. 


136. Vielfache Punkte. — Man nennt so diejenigen 
Punkte, durch welche mehrere Zweige der Curve gehen, und 
worin man folglich mehrere Tangenten ziehen kann. Sie las- 
sen sich durch sehr einfache Regeln für alle algebraischen 
Curven bestimmen. Es sei F(x, y) — 0 eine algebraische und 
rationale Gleichung; aus ihr folgt 

dF dF dyi- 
2 l da T dy da: 
Nun soll dieser Gleichung durch mehrere Werthe von u ge- 


7 


nügt werden, während E, . nur einen einzigen haben, man 
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da: 
Wenn man reelle Auflösungen findet, welche diesen Gleichun- 


muss also haben 0, 0 gleichzeitig mit F(x, y)—0. 


gen gemeinschaftlich sind, so werden die Werthe von d ge- 


geben durch die Gleichung 
dF +2 ®F dy dF (Gy kso 
dæ? dady dæ dy? \dx 
welche man erhält, indem man die Gleichung (1) differentiirt, 


und nachher aF und er durch Null ersetzt. 
dæ dy 


Wenn drei Zweige durch denselben Punkt gingen, so wür- 
den auch die Coëfficienten dieser Gleichung Null sein, und 
man würde zu der dritten Ableitung der Gleichung übergehen ; 
und so fort. 

Wenn zwei Werthe von En gleich wären, so würden die 
beiden Zweige sich tangiren. 

Wäre die Gleichung nach y aufgelöst, und enthielte sie 
Wurzeln mit doppeltem Zeichen, so würde man die vielfachen 
Punkte finden, indem man die Werthe von æ suchte, welche 
eine dieser Wurzeln in y verschwinden machen, ohne sie in 
dy verschwinden zu machen; denn in diesen Punkten werden 
zwei Zweige der Curve sich schneiden, und ihre Tangenten 
werden verschieden sein. 

137. Rückkehrpunkte. — Wenn in einem vielfachen 

: d 
Punkt zwei Werthe von 7 
Zweige in diesem Punkte einhalten, so hat man einen Rück- 
kehrpunkt. Er heisst von der ersten Art, wenn die beiden 
Zweige auf verschiedenen Seiten der gemeinschaftlichen Tan- 
gente liegen, und von der zweiten Art, wenn sie auf derselben 
Seiteliegen. Dass die Zweige in diesem Punkte einhalten, erkennt 
man, wenn, indem man x nach der einen Seite hin variiren lässt, 
ihre Ordinaten imaginär werden. Man muss indessen den Fall 


gleich sind, und wenn die beiden 


AKI RES A > 
ausnehmen, wo = in diesem Punkte unendlich ist; man würde 


dann die Abscisse statt der Ordinate betrachten. 
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Die Rückkehr ist von der ersten Art, wenn = für die 


beiden Zweige von verschiedenem Zeichen ist; von der zweiten 
Art, wenn es von demselben Zeichen ist. 

138. Conjugirte Punkte. — Man nennt so isolirte 
Punkte, deren Coordinaten der Gleichung einer Curve genügen, 
ohne dass man diese Auflösungen derselben unterdrücken kann. 
Für diese Punkte muss 4y imaginär sein, und folglich auch 


d ; : ; ; 
a. ; an diesem Charakter sind sie zu erkennen. 


Zu bemerken ist, dass oL, aus einer Gleichung ersten 
Grades gezogen, nicht würde imaginär sein können, und dass 
folglich die Coordinaten der conjugirten Punkte den Gleichun- 
B Sy 0 i A 0 genügen müssen 
7 S, T T = j 
Man findet sie also zugleich mit den vielfachen Punkten. 
139. Stillstandspunkte. — Man giebt diesen Namen 
einem jeden Punkte, worin plötzlich ein einziger Curvenzweig 
einhält. 

Sie werden bestimmt, indem man die Werthe von x sucht, 
von denen ab y imaginär zu werden anfängt, wenn es vorher 
reell war, oder reell zu werden, wenn es vorher imaginär war. 
Man muss sich ferner versichern, dass nur ein einziger Zweig 
der Curve in diesen Punkt geht, und dass folglich die Nach- 
barwerthe von æ nicht mehrere Nachbarwerthe für y geben. 

140. Vorspringende oder Winkelpunkte. — Hier- 
unter versteht man die Punkte, worin zwei Curvenzweige ein- 
halten, ohne dass sie hier dieselbe Tangente haben. Sie ge- 
hören in die Classe der vielfachen Punkte. Man unterscheidet 
sie von den gewöhnlichen vielfachen Punkten dadurch, dass 
die Ordinaten der beiden Zweige auf der einen oder anderen 
Seite des Punktes imaginär werden, wenn die beiden Zweige 
durch verschiedene Gleichungen gegeben sind. 

Wenn die Gleichung einer Curve zu jedem Werthe von « 
nur einen Werth von y giebt, so wird offenbar jeder Werth 


gen 


von x, der zwei Werthe für d giebt, einen vorspringenden 


Punkt bestimmen. 
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Beispiele singulärer Punkte. 
141. 
a?y? = ata? + at; 
vielfacher Punkt, Inflexion. 
y= sing, Y = 08, yY == tang A, y= un, y = atang z; 
Inflexionen. 


2p+1 
y-9@)+(@— a) * F(a); 
Rückkehr erster Art, wenn 


ne t a ii 
zweiter Art, wenn 
2p +1 
ET =» 


vorausgesetzt, dass man nicht habe o“ (a) = 0. 


y = æ, y=etaVae, y =æ +æ V a; 


besondere Fälle der vorstehenden Formel. 


1 
y e y=elog»; 
Stillstandspunkt der Ursprung. 
& 
Img 


1-+e: 
vorspringender oder Winkelpunkt der Ursprung. 
y = (æ — a) Ve—b; 
conjugirter Punkt mit der Abscisse a, wenn a < b; vielfacher 
Punkt mit der Abseisse a, wenn a > b. 


Von der Krümmung ebener Curven. 


142. Die Krümmung eines Bogens ohne Inflexion ist der 
Winkel, welchen die Richtungen des ersten und des letzten 
Elements dieses Bogens mit einander bilden; es ist dies der 
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Winkel der extremen Tangenten: er drückt die Grösse aus, 
um welche die Curve successive von der geraden Linie abge- 
wichen ist in der Ausdehnung dieses Bogens. 

‚Wenn man diesen Winkel durch die Länge des Bogens 
theilt, so hat man die mittlere Krümmung dieses Bogens, auf 
die Längeneinheit bezogen, d. h. diejenige, welche man finden 
würde für einen der Einheit gleichen Bogen, wenn die Krüm- 
mung proportional dem Bogen variirte, wie beim Kreise, und 
zwar so varlirte, dass man die gegebene Krümmung erhielte 
für eine Länge, welche jener des Bogens, um den es sich han- 
delt, gleich wäre. 

Dies vorausgesetzt, wenn man, von irgend einem Punkte 
einer krummen Linie an, einen Bogen von willkürlicher Grösse 
nimmt, so wird seine, auf die Längeneinheit bezogene mittlere 
Krümmung variiren, indem dieser Bogen unbegrenzt abnimmt; 
und sie wird gegen eine bestimmte Grenze convergiren, welche 
man Krümmung der Linie in dem Punkte nennt, den man 
betrachtet. Diese Grenze ist, um die in der Infinitesimalrech- 
uung übliche Sprache anzuwenden, die auf die Längeneinheit 
bezogene Krümmung eines unendlich kleinen Bogens, der in 
dem betrachteten Punkte anfängt. 

Man erhält 'also die Krümmung einer Linie in irgend 
einem ihrer Punkte, indem man den Contingenzwinkel durch 
die Länge des entsprechenden Bogens theilt, und die Grenze 
dieses Verhältnisses nimmt, während der Bogen gegen Null 


convergirt. Man findet auf diese Weise als Ausdruck “der 
Krümmung 


Ly Ay 
dp da? da? 
r Zu oder 


143. Da der Kreis eine constante Krümmung hat, so ist 
es natürlich, ihn zur Vergleichung zu wählen, und die Krüm- 
mung einer Linie in einem ihrer Punkte dadurch zu bezeich- 
nen, dass man den Radius des Kreises angiebt, dessen Krüm- 
mung dieselbe ist. Diesen Kreis nennt‘ man Krümmungs- 
kreis und seinen Radius Krümmungsradius. Wenn man 
ihn so legt, dass er die Curve in dem Punkte, den man be- 
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trachtet, tangirt und seine Concavität nach derselben Seite 
kehrt wie jene, so nennt man seinen Mittelpunkt, in Be- 
zug auf diesen Punkt der Curve, den Krümmungsmittel- 
punkt. 


Nun ist für irgend einen Kreis die Krümmun dp gleich 
g 6 7.8 


der Einheit, dividirt durch seinen Radius. Bezeichnet man da- 
her durch Æ den Krümmungsradius, so hat man 


+ 

da? de 

R=--—— oder R = —. 
Ly d?y 
dæ? dx? 


144. Um den Ausdruck des Krümmungsradius in Polar- 
coordinaten zu haben, braucht man sich nur der Formeln zu 
erinnern 


dr? d?r 


TEE A OE OE, 
ER en +70 
do? 


und man findet 


dr?\3 
(+) 


dr? der 
2 Be TER in 
nr a Tin 


Rz 


145. Wenn man für jeden Werth des gegen Null con- 
vergirenden Bogens den Radius desjenigen Kreises berechnet, 
welcher dieselbe Krümmung für eine gleiche Länge geben 
würde, so muss man immer, um ihn zu erhalten, die Länge 
des Bogens der Curve durch den Winkel der extremen Tan- 
genten dividiren. Also ist die Grenze dieses variablen Kreises 
nichts Anderes als der schon bestimmte Krümmungskreis. 

146. Man kann diesen Kreis aus einem anderen Ge- 
sichtspunkte betrachten. 

Es sei M irgend ein Punkt der Curve, MT die Tangente, 
M'N eine unendlich nahe Tangente, MO und M'O die beiden 
entsprechenden Normalen; die vier Punkte M, N, M', O liegen 
auf einem Kreis, dessen Durchmesser NO zur Grenze die 
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Entfernung des Punktes M von der Grenze des Durchschnitts- 

Fig. 7. punktes der beiden unendlich nahen Nor- 
malen hat. _Der zwischen M und M’ 
enthaltene Kreisbogen unterscheidet 
sich von seiner Sehne und folglich 
von dem Bogen MM’ der Curve um 
eine gegen ihn selbst unendlich kleine 
Grösse; man kann ihn daher durch Is 
ersetzen, ohne dass irgend ein Fehler 
in den Grenzen der Verhältnisse dar- 
aus erwächst. 

Aber der eingeschriebene Winkel 
MOM’ ist gleich dem abgeschnittenen Bogen dividirt durch 
den Durchmesser; er ist ausserdem gleich T’NM’ oder 19, 
1 
NO’ 

Man sieht daher, dass die Grenze von NO oder MO gleich 
dem Krümmungsradius ist; und also ist der Krümmungsmit- 
telpunkt in irgend einem Punkte die Grenze des Durch- 
schnittspunktes der Normale in diesem Punkt mit der 
unendlich nahen Normale. 


folglich $P — lim 


147. Lemma. — Der Winkel einer unendlich kleinen 
Sehne und der Tangente an einem ihrer Endpunkte kann be- 
Fig. 8. trachtet werden als die Hälfte 


des Winkels der extremen 
Tangenten. In der That, man 
hat sin M: sin T= M T: MM; 
und wenn Se das unendlich 
kleine Increment von x bezeich- 
net, so hat man, indem man 
weglässt, was man vernachläs- 
sigen darf, wenn es sich um 
Grenzen von Verhältnissen oder 
Summen handelt, 


MT — a F" (æ), 


2 

sin T = r, Ha dor +. 

Vra Br LA dy? dx? 
da? 

Duhamel, Dif,- und Int.-Rechnung. 9 


— 10 — 
Also 
= F"(&) 
sin M = 


aen 
l F dx? 


~ oder, indem man statt des Sinus den Bogen setzt, 
dy da 
1 g ija. vi Ta ; 

ar "7 
welcher Ausdruck die Hälfte von jenem für den Winkel TNM’ 
ist; was zu beweisen war. 

Hieraus folgt, dass die Einheit die Grenze des Verhält- 
nisses der Winkel M, M’ in dem Dreieck M N M’ ist, und 
folglich auch die Grenze des Verhältnisses der gegenüberstehen- 
den Seiten MN, M'N. 

148. Man erhält ferner den Krümmungskreis, indem man 
die Grenze der Kreise aufsucht, welehe durch den gegebenen 
Punkt und durch zwei Punkte der Curve gehen, die sich ihm 
unbegrenzt nähern. Man nennt diesen Grenzkreis den oscu- 
lirenden Kreis. 

Es ist zunächst klar, dass er in M dieselbe Tangente wie 

Fig. 9. die Curve haben wird, wegen 
der gemeinschaftlichen Secante 
MM'. 

Nun geht der Kreis, wel- 
f cher durch die drei Punkte 
M, M', M” geführt ist, durch 
den Durchschnittspunkt O der 
in M, M” auf den Sehnen MM’, 
M” M“ errichteten Senkrechten; 
der eingeschriebene Winkel O 
ist gleich dem Bogen MM”, 
getheilt durch den Durchmes- 


O 
ser M'O: man hat also mw 


und MM‘ kann be- 


1 
M'O’ 
trachtet werden als der Cur- 
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venbogen statt des Kreisbogens. Es bleibt nur noch der Win- 
kel O oder der ihm gleiche V M’ M” zu berechnen. 

Wenn man in M’ die Tangente HK zieht, so ist der 
Winkel TN M” gleich der Summe von vier unendlich kleinen 
Winkeln, welche den Dreiecken MH M’, M’ KM” angehören 
und ihre respectiven Ecken in M, M’, M” haben; und da sie 
in jedem Dreieck als gleich betrachtet werden können, so ist 
der Winkel TNM“ zweimal die Summe der zwei Winkel 
HM'M und KM’ M“, oder zweimal der Winkel V M’ M“, oder 
endlich zweimal der Winkel 0. Also kann man, indem man 


die gegen O unendlich kleinen Grössen vernachlässigt, 0 
nehmen, während MM’ der mit fg correspondirende Werth 
von fs ist; man hat also 
Br 
MWO B Aa ' 
Folglich ist die Grenze von M’O der Durchmesser des Krüm- 
 mungskreises. Der osculirende Kreis unterscheidet sich 
also nicht von dem Krümmungskreise. 

Da gar keine Voraussetzung über das Gesetz gemacht 
wurde, welches die dreı Punkte bei ihrer Annäherung befolgen, 
so wird man zu demselben Resultate gelangen, indem man 

- annimmt, dass die beiden ersten Punkte zusammenfallen, und 
" dass der dritte sich ihnen unbegrenzt nähert. Der Krüm- 
|mungskreis ist also auch die Grenze der Kreise, welche 
die Curve im Punkte M tangiren und sie in einem an- 
deren Punkte schneiden, der sich M unbegrenzt nähert. 

Uebrigens würde man, indem man diese Aufgabe wie die 
vorhergehende behandelte, zu derselben Folgerung gelangen. 

149. Wenn man zur unabhängigen Variable irgend eine 

von der Abscisse verschiedene Grösse ż nimmt, so leitet man 
aus den allgemeinen Formeln für die Transformation die nach- 
stehende Gleichung ab: 


y 


da? dy? \i 
$: -Ee ias rg 
~ = dedy dy da’ "ART Jedy — dya ` 


dt da dt de 
Man könnte auf diese Weise zu dem in Polarcoordinaten 
ausgedrückten Werthe von Æ übergehen, indem man von den 
9* 
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rechtwinkligen Coordinaten ausgingee Man würde*die Formel 
finden, welche wir oben direct erhalten haben. 

Wenden wir diese Transformation an auf den Fall, wo 
die Curve durch eine Gleichung zwischen der Ordinate und 
dem Bogen gegeben wird, und nehmen wir den Bogen zur 
unabhängigen Variable; man hat 


ara sn day (du) _ 
4 da dey dy ars? (3) + Fal 


de d? æ dy EYEE 
ds ds? ds ds? 


hieraus folgt 


— DIET tr: 
ds? 


Es ist übrigens sehr leicht, diese letzte Formel direct zu 
finden. Man bestimmt den Oontingenzwinkel dp, indem man 


ausgeht von der Formel sin ọ — =, woraus folgt 


fi siha a 
S ds = cos ġ dp = dọ 2 ws 


ds? ’ 
daher 


welche Formel mit der, durch Vertauschung der unabhängigen 
Variable erhaltenen übereinstimmt. 

150. Osculirende Curven. — Wenn man, statt eines 
Kreises, eine Curve betrachtet, welche durch eine Gleichung 
dargestellt wird, die der Form nach gegeben ist und eine ge- 
wisse Anzahl unbestimmter Coäfficienten enthält, so kann man 
ihr so viele gemeinsame Punkte mit der vorgelegten Curve 
geben, als von diesen Coöfficienten vorhanden sind. Lässt man 
nachher alle diese Punkte gegen den ersten convergiren, so 
convergirt die variable Curve gegen eine Grenze, welche die 
osculirende Curve der vorgelegten genannt wird, in Bezug 
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auf diejenigen, welche in der unbestimmten Gleichung enthal- 
ten sind. 

Diese geometrischen Bedingungen lassen sich ausdrücken 
durch sehr einfache Beziehungen zwischen den successiven Dif- 
ferentialcoëfficienten der beiden Curven. Es seien 21, Los 233. .., Em 
die Abscissen von m, zwei Üurven gemeinsamen Punkten, 
welche um ungleiche Stücke nach irgend einem Gesetz wach- 
sen; um in die Aufgabe so viel Allgemeinheit als möglich 
zu bringen, nehmen wir an, dass irgend eine Grösse t unab- 
hängige Variable sei, von welcher æ, und folglich y, bekannte 
Functionen sind. 

Es seien yı, Y2, Y3,- -+s Ym die auf die gemeinsamen 
Punkte bezüglichen Werthe von y; die successiven Differenzen 
von y, bis zur Ordnung m — 1 kann man vermöge der Werthe 
Yis Yas +++, Ym ausdrücken, und es ist offenbar, dass sie 
dieselben sein werden für beide Curven, weil die Ordinaten 
Yı» Y2s + + +s Ym dieselben sind. Die Verhältnisse HH, 
Am1 Yı 
folglich werden auch ihre Grenzen dieselben sein. 

Die m — 1 ersten Ableitungen von y in Bezug auf t 
haben daher in beiden Curven dieselben Werthe in dem ge- 


werden also beiderseits identisch dieselben sein, und 


‚meinsamen Punkt; und ebenso ist es mit 


dæ d? x dml g 
AE EA Eli” 7° 2 Be 


Nun weiss man, nach den auf die Vertauschung der unabhän- 
gigen Variable sich beziehenden Formeln, dass die Werthe von 


dy d2y a 


de’ daa ’''" dam 
nur von den Ableitungen von æ und y nach ? abhängen, von 
der ersten Ordnung an bis zu derjenigen, welche man betrach- 
tet, inclusive. 
Wie also auch das continuirliche Gesetz sei, nach welchem 
die gemeinsamen Punkte sich dem ersten nähern, so ist die 
Grenzeurve so, dass für x — x; die Grössen 


a ih 5o 


Moi da’ de denn! 
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denselben Werth haben, ob man sie aus der Gleichung dieser 
oder aus der Gleichung der gegebenen Curve zieht. 

Um daher die m Coäfficienten der Gleichung der osculi- 
renden Curve zu bestimmen, braucht man nur die Werthe der 
m Grössen yı, ih, sis eh einander gleich zu setzen, 
welche man aus den Gleichungen der beiden Curven zieht, und 
worin man æ und y die Werthe x, yı des Punktes giebt, den 
man auf der ersten Curve gewählt hat. 

Man wird aber diese m Gleichungen einfacher bilden, in- 
dem man m — 1 mal die zu bestimmende Gleichung differen- 
türt, und in dieser und ihren m — 1 Ableitungen x, y durch 
2, Yı, sowie die Ableitungen von y durch diejenigen ersetzt, 
welche man aus der bekannten Gleichung zieht. 

Dies ist die allgemeine Methode, vermöge welcher man 


die Gleichung einer osculirenden Curve von gegebener Art 
findet. 


Berührung ebener Curven. 


151. Wenn zwei Curven einen gemeinsamen Punkt haben, 
'und man die Abscisse dieses Punktes um eine unendlich kleine 
Grösse vermehrt, so ist die Differenz der Ordinaten im Allge- 
meinen von der ersten Ordnung. 

Ist diese Differenz von der zweiten Ordnung, so sagt man, 
dass die Curven einen Contact der ersten Ordnung haben; ist 
sie von der dritten, so nennt man den Contact von der zwei- 
ten Ordnung; und allgemein findet ein Contact nter Ordnung 
zwischen zwei Curven statt, wenn die Differenz ihrer Ordinaten, 
in der Nähe des gemeinsamen Punktes, ein unendlich Kleines 
der Ordnung n + 1 ist. 

Zwischen zwei Curven, welche einen Contact von einer 
gewissen Ordnung haben, ist es offenbar unmöglich, dass 
eine andere in der Nähe des gemeinsamen Punktes passire, 
wenn ihr Contact mit irgend einer von beiden von einer nie- 
drigern Ordnung ist. 

Damit man nichts Unbeständiges in dieser Definition der Be- 
rührungen verschiedener Ordnungen habe, so muss man zeigen, 
dass die Ordnung des Contacts von der Richtung der Axen 
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nicht abhängt; 'dies erreicht man aber leicht, indem man be- 
weist, dass für irgend einen Punkt einer der beiden Curven, die 
Differenzen der Ordinaten beider Curven, in Bezug auf ver- 
schiedene Axen betrachtet, in einem endlichen Verhältniss 
stehen. Diese Differenz ist so klein als möglich, wenn die 
ÖOrdinaten senkrecht stehen auf der Tangente in dem gemein- 
samen Punkt. 

Die einzige Richtung, welche man für die Ordinaten aus- 
nehmen muss, ist diejenige der Tangente in dem gemeinsamen 
Punkt. 

Wenn man nun die Ordinaten der beiden Curven in Rei- 
hen entwickelt nach den Potenzen des Increments der Abseisse 
des gemeinschaftlichen Punktes, so erkennt man: sogleich, dass 
der Contact dieser Curven von der Ordnung n ist, wenn 
die n ersten Ableitungen der Ordinate nach der Abscisse re- 
spective gleich werden für beide Curven, so bald man darin die 
Abscisse des gemeinsamen Punktes substituirt: denn, in diesem 
Falle, ist die Differenz der Ordinaten, durch die Ergänzungs- 
glieder der zwei Reihen ausgedrückt, ein unendlich Kleines 
der Ordnung n + 1. 

Dies ist der analytische Charakter, woran man die Ord- 
nung des Contacts zweier Linien erkennt, welche einen gemein- 
samen Punkt haben. 


Andere Betrachtung der osculirenden Curven. 


152. Aus dem über den Contact der Curven Gesagten 
folgt, dass, um die Curve von einer gegebenen Art zu erhalten, 
welche den Contact der höchsten Ordnung mit einer Curve 
von bekannter Gleichung hat, man nur die willkürlichen Coëf- 
ficienten der allgemeinen Gleichung der Curven von der gege- 
benen Art zu bestimmen braucht, indem man ausdrückt, dass 
für die Abscisse, welche man betrachtet, die Ordinaten respec- 
tive gleich sind, sowie ihre successiven Ableitungen bis zur 
höchstmöglichen Ordnung. Man wird auf diese Weise so viel 
Gleichungen erhalten, als es unbestimmte Coëfficienten giebt. 
Die Ordnung des Contacts ist gleich der Zahl dieser Glei- 
chungen, weniger eine. 
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Man sieht hieraus, dass die osceulirende Curve und die- 
jenige, welche den Contact der höchsten Ordnung hat, iden- 
tisch sind. 

Für die gerade Linie, deren Gleichung nur zwei willkür- 
liche Coäfficienten hat, wird der Contact, im Allgemeinen, nur 
von der ersten Ordnung sein; er wird von der zweiten sein 
für den Kreis. Aber es kann vorkommen, dass in gewissen 
besonderen Punkten der Contact von einer höheren Ordnung ist. 

‚ Wenn die Gleichung der gesuchten osculirenden Curve 
nicht in Bezug auf y aufgelöst ist, so wird man ihre succes- 


1 
siven Differentialgleichungen bilden und darin für y/, = etc. 


die aus der Gleichung der gegebenen Curve gezogenen Werthe 
setzen. Die einzigen Unbekannten sind dann die Ooefficienten, 
und wenn sie alle in der ersten Dimension vorkommen, so wird 
man ein einziges System von Werthen und, folglich, eine ein- 
zige osculirende Curve finden. 

Wenn die Zahl der gemeinschaftlichen Ableitungen gerade 
ist, so ist die Differenz von einer ungeraden Ordnung, und 
ändert folglich ihr Zeichen mit dem Increment von «=: die 
Curven schneiden sich also dann. Dies ereignet sich, im All- 
gemeinen, für den Krümmungskreis. 


Ist dagegen die Zahl der gemeinschaftlichen Ableitungen 
ungerade, so ist die Differenz von gerader Ordnung und ändert 
ihr Zeichen nicht mit dem Increment von x’: die Linien schnei- 
den sich also dann nicht. Dies findet z. B. für die gerade 
Linie statt, mit Ausnahme der’ Inflexionspunkte. 


153. Die einfachsten Curven, welche man mit einer ge- 
gebenen Curve in Contact bringen kann, sind die in der Glei- 
chung 

y=A+Ba+(C22+...+ Ka” 

enthaltenen. Man kann einen Contact der Ordnung m — 1 
zwischen den beiden Curven herstellen, und man erhält sogleich 
die Gleichung der osculirenden Curve, indem man ihre Ordinate 
nach der Formel von Taylor entwickelt, nachdem man 
æ! + (x — x!) statt = gesetzt hat. Diese Gleichung ist nach- 
stehende, und in ihr sind die Ableitungen von y’ durch jene zu 
ersetzen, welche die Gleichung der bekannten Curve giebt, 
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d? jaioa inf (x — xn)" 
y =y + IY a aht E de thiya eo, 


für m = 1, hat man die ah tod Gerade mit der Gleichung 


í 
vertan. 
154. Osculirender Kreis. — Die allgemeine Gleichung 

des Kreises ist 

(2 — a)? + (y — B)? = Rs, 
wo «, ß die Coordinaten des Mittelpunktes sind, und R der 
Halbmesser ist. Nach den vorhergehenden Theorien wird man 
die auf den osculirenden Kreis, in dem Punkt »*, y’ einer ge- 
gebenen Curve, bezüglichen Constanten «, ß, R vermöge der 
drei Gleichungen bestimmen 


( a) + y' — PM? = Kr, 
1 dy’ 
( HAREA = 
1 + aya + (y' TA b) SE Tr = = 0, 
1 
während = und Sr aus der Gleichung der gegebenen Curve 
gezogen sind. Die zweite dieser Gleichungen zeigt, dass der 


Mittelpunkt dieses Kreises auf der Normale liegt. 
Man findet daraus 


y= p S By ’ BT day 5 
da? dæ’? 
und indem man in der ersten substituirt, 
Ba pa (E) 
E Te 
da? 


Diese Gleichung giebt für den Radius den schon auf anderem 
Wege gefundenen Werth; und die beiden voranstehenden be- 
stimmen die Coordinaten &, 8 des Krümmungsmittelpunktes 
durch «, y’. 

Wenn man zwischen diesen beiden Gleichungen und jener 
der gegebenen Curve 4’, y’ eliminirt, so stellt die resultirende 
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Gleichung zwischen «œ und ß den Ort der Krümmungsmittel- 
punkte dar. Diese Curve nennt man die Evolute der ersten. 


Theorie der Evoluten. 


155. Die Gleichungen, welche die Coordinaten «, ß des 
Krümmungsmittelpunktes bestimmen, oder des Punktes der 
Evolute, welcher dem Punkte (2°, y^) der gegebenen Curve 
entspricht, sind nach der vorigen Nr. 


d) œ — o + y e) E =9 
ayy op a 
2) 1+ 75 tUe 550. 


Diese Gleichungen finden statt, welches auch der Punkt sei, 
den man betrachtet; wenn man daher x’ ein unendlich kleines 
Increment ertheilt, so werden y‘, œ, ß, welche Functionen von 
x’ sind, entsprechende Incremente empfangen, und den Glei- 
chungen (1) und (2) wird noch genügt werden; die Incremente 
ihrer ersten Glieder werden daher Null sein, sowie auch ihre 
Ableitungen in Bezug auf s’. 

Nun giebt die Gleichung (1), wenn man sie differentürt, 
indem man «, ß, y’ als Functionen von =‘ betrachtet, und auf 
die Gleichung (2) Rücksicht nimmt, 

da -df dy’ d 
-55 -E =o, oder A 
da' 
woraus folgt, dass die Normale der gegebenen Curve Tan- 
gente ihrer Evolute im Krümmungsmittelpunkte ist. 

Fig. 10. 156. Man kann hieraus eine andere, sehr 
merkwürdige Eigenschaft der Evolute ableiten. 

Es sei O der Durchschnittspunkt von zwei 
unendlich nahen Normalen M N, M’ N’; es lässt 
sich leicht zeigen, dass der Bogen N N’ der 
Evolute gleich ist der Differenz der beiden 
Krümmungsradien MN, M’ N’, bis auf Grössen 
dritter Ordnung höchstens. 

In der That, wenn man aus dem Punkte 
O als Mittelpunkt den Kreisbogen MK be- 
schreibt, so ist der Theil M'K ein unendlich 


a a ee Ze Zn 


— 19 — 


Kleine dritter Ordnung, weil der Kreis M.K den Krümmungs- 
kreis ‚ur Grenze hat. Vernachlässigt man diese Grösse, so 
kann nan M’N' als gleich MO + ON’ betrachten, und folg- 
lich is M'N’ — MN gleich NO + ON’ bis auf Grössen 
dritter Ordnung. Aber die Differenz zwischen einem unendlich 
kleiner Bogen N N’ und der Summe der extremen Tangenten 
NO 4 N'O ist auch von der dritten Ordnung. Also ist 
die Differenz der Krümmungsradien MN, M’N' gleich dem 
Bogen der Evolute, der enthalten ist zwischen den zwei un- 
endlich nahen Berührungspunkten, plus einer unendlich kleinen 
Grösse von der dritten Ordnung wenigstens. 

Man weiss aber, dass die Grenze einer Summe von un- 
endlich Kleinen nicht geändert wird, wenn man in jedem von 
ihnen eine gegen es selbst unendlich kleine Grösse vernach- 
lässigt. Also wird, wenn man unendlich viele sich folgende 
Krümnungsradien betrachtet, die Summe ihrer Differenzen, 
oder die Differenz des ersten vom letzten, strenge gleich sein 
dem Bogen der Evolute, der zwischen den Berührungspunkten 
der extremen Radien enthalten ist. 

Hieraus folgt, dass wenn man sich einen biegsamen un- 
ausdehnbaren Faden ohne Dicke denkt, der eines seiner Enden ' 
in irgend einem Punkte der gegebenen Curve hat, und wenn 
man diesen Faden spannt, während man: ihn auf die Evolute, 
von dem Berührungspunkte N an, aufwickelt, dass man diesen 
Faden nur abzuwickeln braucht, indem man ihn gespannt hält, 
um die erste Curve mit seinem Endpunkt M zu beschreiben. 

Wegen dieser Eigenschaft hat man den Namen Evolute 
einer Curve dem geometrischen Ort ihrer Krümmungsmittel- 
punkte gegeben. In Bezug auf ihre Evolute nennt man die 
Curve Evolvende. 


157. Man kann durch die Rechnung zu derselben Eigen- 
schaft geführt werden; und man braucht dazu nur zu einer 
Gleichung zu gelangen, welche nur dR, dæ, dß enthält. 

Wenn man die Gleichung 
(3) @—- a) + yV—M—=R 
differentiirt, so findet man, unter Rücksicht auf die Gleichung (1), 


BEE 4% ; ah i pie, 
-d Er a a a a 


www.rcin.org.pl 


— 140 — 


und wenn man für #—« seinen aus (1) gezogenen Werth 
setzt, so kommt 


dy da dp dR 
~P) kr Ban war) TER To 
dy' _ da 
und indem man pepa durch J6 ersetzt, 
da? + dß?\ dR 
-we (irae A 


Um y‘—ß zu eliminiren, wird man bemerken, dass die Glei- 
chungen (1) und (3) geben 


| dy’ V à 
R = (y — B) 7 1455 oder AR = (y’—P) 14 


woraus 
Raß 


Th) ah E Nala Lra „EI 2, 

VRS AI 
Setzt man diesen Werth für y„—ß in die oben stehende Glei- 
chung ein, so kommt, indem man von dem Zeichen der Wur- 


zel absieht, 
Ä dR = V dæ? + dß?, 

welches beweist, dass das Differential des Krümmungsradius 
gleich ist dem Differential des Bogens der Evolute. Daraus 
zieht man dieselben Folgerungen wie oben. 

Wäre die Gleichung F («, $)=0 der Evolute gegeben und 
jene der ‚Evolvende zu finden, so müsste man «, ß elimi- 
niren zwischen der gegebenen Gleichung und den beiden fol- 
genden 

d da da 

FE "JE Pre 
in welchen To vermöge der Gleichung F («, ß) = 0, in « 
und ß gegeben sein würde. Daraus würde eine Gleichung 
dy hervorgehen, und durch die Integralrech- 
nung würde man die endliche Gleichung zwischen æ und y 
finden. 


zwischen %, y, 
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Umhüllungslinien. 


158. Wir haben gesehen, dass der Krümmungsmittelpunkt 
die Grenze des Durchschnittspunktes einer festen Normale mit 
der unendlich nahen Normale ist, dass folglich die Evolute 
der geometrische Ort dieser, auf allen Normalen betrachteten 
Grenzpunkte ist; wir haben ferner gesehen, dass die Normale, 
in allen ihren Lagen, Tangente ist an dem Orte ihrer succes- 
siven Durchschnitte. 

Verallgemeinern wir diese Bedingungen, indem wir eine 
Curve annehmen, die durch irgend eine Gleichung 

Fa), 
dargestellt: wird, worin a eine Constante ist. 

Für jeden Werth von a hat man eine besondere- Curve, 
und wenn man sich a auf eine stetige Weise variirend denkt, 
so hat man eine stetige Folge von einander unendlich nahen 
Curven. Betrachtet man eine davon als fest, so wird die un- 
endlich nahe Curve sie in gewissen Punkten schneiden, welche 
gegen bestimmte Grenzen convergiren werden, indem die va- 
riable Curve sich der ersten nähert: diese Grenzpunkte, auf allen 
diesen Curven betrachtet, bilden den Ort, den wir bestimmen 
wollen. 


Es sei h eine unendlich kleine Grösse; die Gleichung 
F (æ y, a+h) = 0 
wird eine Curve darstellen, welche unendlich nahe ist jener von 
der Gleichung 
Pa, 0) = 0, 

Man muss also die Werthe von æ und y suchen, welche 
diesen beiden Gleichungen genügen, und die Grenzen, gegen 
welche sie convergiren, während h gegen Null convergirt. Die 
Gleichung der variablen Curve kann auf die Form gebracht 
werden 

F (a; y, a) F h E (a H+ OK = 0. 
Die Coordinaten der, beiden Curven gemeinschaftlichen Punkte 
werden daher den zwei Gleichungen genügen 


P(o y, a) =E a Gy == 
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Ihre Grenzen werden daher die Auflösungen’ sein, welche den 
zwei folgenden gemeinschaftlich sind : 

F (2y, a) = 0 und F’(a) = 0, oder iE = p; 
und wenn man den Ort der Punkte, welche sie liefern, haben 
will, so muss man a zwischen diesen zwei Gleichungen elimi- 
niren. 

Die Regel um die Gleichung des Orts dieser successiven 
Durchschnitte zu bilden, besteht also darin, dass man die 
Constante zwischen der Gleichung der variablen Curve 
und ihrer abgeleiteten nach dieser Constante elimi- 
nire. 

Man muss bemerken, dass die vorhergehenden Schlüsse 
voraussetzen, dass die Function F (x, y, a) nur einen einzigen 
Werth habe für ein und dasselbe System Werthe von «, y, a; 
denn es wäre möglich, dass man zwei verschiedene Formen 
dieser Function in den Gleichungen der beiden Nachbarcurven 
zu nehmen hätte. In diesem Falle könnte man nicht F (w, y, a) 
in der zweiten Gleichung unterdrücken, und die Grenzwerthe 
von x, y würden diejenigen sein, welche die zwei Werthe die- 
ser Function gleich machen. * 

159. Diese Curve besitzt die bemerkenswerthe Eigendchaft, 
Tangente zu sein an den successiven Lagen der variablen 
Curve. 


In der That, zieht man aus der Gleichung E — 0 


a—=9(a,y), und substituirt man diesen Werth in F (æ, y,a)=0, 
so hat man als Gleichung des gesuchten Orts 


A) F [2 y, p (æ y)] = 0. | 
Die Gleichung irgend einer der variablen Curven sei 
(2) Pay a—=.d. 


Diese beiden Curven (1) und (2) haben im Allgemeinen Punkte 
mit einander gemein, nach der Erzeugung der ersten; es ist nun 


leicht zu zeigen, dass in diesen Punkten der Werth von = 


aus beiden Gleichungen derselbe ist. 
Die Gleichung (1) differentürt giebt 
aF: | dFdy | dF (2 do =) RR 
dæ aide Tda + y da FON 
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Aber unterscheidet sich von = nur dadurch, dass darin 


9 (æ, y) an der Stelle von a steht, und ọ (x, y) ist gerade der 


Werth von a, welcher = zu Null macht; also ist T iden- 


tisch Null, und es bleibt, um ay aus der Gleichung (1) zu be- 
stimmen, 


Wenn man gar die Gleichung (2) differentiirt, so giebt sie 
dF dy _ 
rti dy dæ os 
und diese TAES unterscheidet sich von der vorigen nur 
dadurch, dass in ihr a statt @ (x, y) steht. Für den, beiden 
Curven gemeinschaftlichen Punkt hat man aber a = 9 (2, y) 


weil diese Gleichung keine andere ist als —=.,0: also ist 


in diesem Punkte der Werth von = derselbe für die beiden 


Curven; also tangirt die variable Curve beständig die feste, den Ort 
ihrer successiven Durchschnitte bildende Curve, und deshalb 
hat man dieser letzten deu Namen umhüllende Curve ge- 
geben. 

Jedoch muss man nicht glauben, dass die Umhüllungscurve 
nothwendig alle variablen Curven tangire; dies findet statt nur 
für diejenigen, welche durch die unendlich nahen Curven ge- 
schnitten werden, und die vorhergehenden Schlüsse finden 
nur auf diese Anwendung. Es kann aber vorkommen, dass 
nur innerhalb gewisser Grenzen der Constante diese Durch- 
schneidung stattfindet. Es ist daher richtiger, wenn man die 
umhüllende Curve durch die Eigenschaft definirt, dass sie der 
Ort der successiven Durchschnitte der variablen Curven sei, 
als durch die, Tangente an diesen Curven in allen ihren La- 
gen zu sein. 

160. Nimmt man zur variablen Linie die Normale einer- 
gegebenen Curve, so ist die Umhüllende der Ort der Krüm- 
mungsmittelpunkte, weil wir bewiesen haben, dass sie die Gren- 
zen der Durchschnitte der unendlich nahen Normalen sind. 


www.rcin,org.pl 


— 144 — 


Wendet man die auseinandergesetzte Theorie auf diese Auf- 
gabe an, so sieht man leicht, dass die Rechnung zu der Evo- 
lute führt. In der That, die Gleichung irgend einer Nor- 
male ist 


er 

da’ 
y’ ist eine bekannte Function von a’, und x vertritt hier die 
Constante a. Differentirt man diese Gleichung nach x’, so 
kommt 


Rune ee N) (x — x’); 


d2?y’ 
.dy odan ER I 
de dy’? d 
dæ’? Be 
daher 
du (144%) 
$ TEN daæ' LF Tan 
a — By i 
da? 
und folglich 
dy’? 
; ER dx’? 
a A. T y’ R 
daæ!? 


Diese Werthe von æ und y sind genau die in Nr. 154 stehen- 
den für « und ß. Um die Gleichung der umhüllenden Curve 
zu finden, müsste man æ’ zwischen diesen zwei Gleichungen 
eliminiren, nachdem man zuvor y’ durch æ’ ausgedrückt hätte: 
was darauf hinaus kommt, æ, y’ zwischen diesen zwei Glei- 
chungen und der Gleichung der gegebenen Curve zu elimini- 
ren. Diese Rechnung ist keine andere als jene, welche wir 
in Nr. 154 angezeigt haben, um die Gleichung der Evolute zu 
erhalten. 


Anwendungen der vorhergehenden Theorien. 


161. Parabel. — Es sei æ? — 2py, daraus zieht man 
De dpa dy 
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Der Werth des Krümmungsradius ist 


3 
æ? \2 
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden gegeben 
durch die Gleichungen 


v-#=-p(14$) 


und 
g2 
s—a =a (1+5) oder & = — —- 


Indem man æ und y zwischen diesen beiden Gleichungen und 
jener der Parabel eliminirt, findet man als Gleichung der Evolute 
B-r=ipe. 

Diese Curve hat eine Rückkehr erster Art in dem Punkt, für 

welchen « = 0. 
162. Ellipse. — Die Gleichung a?y? + b?x? = a2b2 
giebt 


A Re N Ae 

PA Fe a?y’ da? po a?y? ’ 
Rey + bar) 
re: < Val 


Indem man immer durch N die Länge der Normale bezeichnet, 
hat man hier 


Kia (at y? + bi g?) 
— BE iz. 
folglich 


Em 
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind durch die 
Gleichungen gegeben 
(aty? + bta?) y (aty? + bta?) æ 
E E Ta T an EE Tue 
Wenn man, vermöge der Gleichung der Ellipse, aus der ersten 


æ und aus der zweiten y eliminirt, so findet man, indem man 


a?— b? — c? setzt, 


K btb ata 
IR NS TER: 
oder 
4 4 
68... a 1 
y=— = b3, l ur} 03; 
c3 c3 
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. ' 10 
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und indem man in der Gleichung der Ellipse substituirt, erhält 


man als Gleichung der Evolute 
4 


b3 B? + 008 = 8. 
163. Hyperbel. — Es sei jetzt 
| a?y? — b2? — — a2l?, 
so hat man 
dy _%x dey b4 


a? y? d 


dæ a!y’ dæ? 
} 1 N 
R (at y? -L b4 al k 5 N AN, (aty? An b4 cc R pe zR 3 
a? 
Die Gleichungen, welche die Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunktes bestimmen, sind 


AL (aty? + btg?) B: (aty? + bix?) æ 
-—- 4, a Á e aa — on; 
Y a?b4 b2? a4 > 
woraus folgt, indem man a? -+ b2? — c? setzt, 
4 4 
b3 1 a3 1 
y = — = ß’, 703, 
e3 c3 
und die Gleichung der Evolute wird 
3.0 02 2,2 4 
b3 BE — a3 a3 = — c3. 


Sie würde aus jener der Ellipse hervorgehen, wenn man b? 
mit — b? vertauschte. 
164. Cycloide. — Die Differentialgleichung der Cy- 


cloide aF 
uy- an Sr. — — e 


Rat TI 
Nun ist die Normale MN gleich V2ay. Also R=2 MN; man 
erhält daher zu dem Punkte M den Krümmungsmittelpunkt O, 
indem man NO — MN macht. Wenn man aber in der Mitte 
J der Basis die Senkrechte JB gleich dem Durchmesser 2a 
des Erzeugungskreises errichtet, und durch B eine Parallele 
B V zur Basis führt, so wird der über der Senkrechte NC 
als Durchmesser beschriebene Kreis durch O gehen: der Bo- 
gen NO wird daher gleich sein dem Bogen MN des Kreises 
NMD, und folglich gleich der Linie AN. Also OC = NJ 
= BC. Also gehört der Punkt O der Cycloide an, welche 


und u 


www.rcin.org.pl 


— 147 — 


beschrieben wird durch einen von B ausgehenden Punkt eines 
Kreises vom Radius a, welcher B V zur Basis hat. 


Die Evolute der Cycloide A EA’ setzt sich demnach aus zwei 
Halbeycloiden AP, A'B zusammen, welche mit der ersten 
identisch sind, und deren Verlängerung sich auf die folgenden 
Zweige von dieser beziehen würde. 

165. Die Differenz zweier Krümmungsradien ist gleich 
dem Bogen der Evolute, welcher zwischen den zwei Berüh- 
rungspunkten liegt, und der Krümmungsradius von A EA’ ist 
Null im Punkte A, also ist die Linie MO gleich dem Bogen 
AO. Also ist in jeder Cycloide AOB der zwischen dem 
Scheitel A und irgend einem Punkte O enthaltene Bogen dop- 
pelt so gross als die Sehne NO des Erzeugungskreises NOC, 
welcher durch diesen Punkt geht. 

Kehrt man zu der ursprünglichen Cycloide zurück, so 
hat man daher 

ME=—=32MD, 
und folglich 
AE = 4a und AEA —= 8a. 


Macht man 2a — y = y’, d. h. zählt man die y’ von E 
an in dem Sinne ÆJ, und setzt man EM — s, so hat man 


aS Say. 
Dies ist die Gleichung der Cycloide zwischen der Ordinate 
und dem Bogen, beide vom Scheitel an gezählt. 
10* 
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Wendet man auf diese Gleichung die Formel an 


dy? 
Vıs ds? 


RR AERE. <a 


so findet man 
R = 2 V2a(2a—y') = 2 V 2ay. 
166. Um die Gleichung der Evolute zu finden, muss man 
x und y eliminiren zwischen der Gleichung der Cycloide 


a 
x — a are cos I _V2ay—y 
a 


und den beiden Gleichungen zwischen «, ß, æ, y, welche sich 
reduciren auf 


y=—ß, x +9) -%-ı == a —2 V —2aß — p°. 


Nach dem für die Wurzel gewählten Zeichen, befindet sich der 
Punkt M, den man betrachtet, in dem Theile A E. 

Diese Werthe von æ und y geben, wenn man sie in der 
Gleichung der Cycloide substituirt, 


@ = aarc cos até + V —2aß— Be. 


Verlegt man den Ursprung nach B, indem man setzt 
a= a At ama, B=Pß' — 2a, 


so erhält man 
a— p’ - 
— &' = Q are cos ei — V 2af! — $”. 


Zählt man also die positiven «' in dem Sinne BV statt B V’, so 
findet man wieder die SE; der ursprünglichen Cycloide 


— V2ap — p”. 


Ql a arĖre cos = 


167. Man kann die Fläche der Cycloide bestimmen, in- 
dem man sie als die Summe der zwischen den sich folgenden 
Krümmungsradien enthaltenen Theile betrachtet. 

Es seien QH, PK zwei unendlich nahe Radien, S ihr 
Durchschnittspunkt, und PR parallel mit A A’; das Verhält- 
niss der ähnlichen Dreiecke SLF, SRP ist S,, und die 
Grenze davon ist 1; ferner ist QRP unendlich klein gegen 


4? 
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diese Dreiecke, sowie auch die Fläche HSK. Also ist die 
Grenze der Summe der Flächen ZLFPR, von A’ bis zu A, 
die vom der Cycloide A EA’ und ihrer Basis begrenzte Fläche; 
und diie Grenze der Summe der Dreiecke SLF ist die zwi- 
schen AA’ und den Bogen AB, A'B enthaltene Fläche. Aber 
diese Fläche zu der ersten hinzugefügt bildet das auf AA’ und 
2a construirte Rechteck; ausserdem hat das Verhältniss von 
LFPR zu SLF zur Grenze 3, weil das Verhältniss von 
SPR zu SLF zur Grenze 4 hat. Also ist die Fläche der 
Cycloüde A EA’ drei Viertel von dem Rechteck mit der Basis 
2xa und Höhe 2a, dessen Inhalt 4a? ist. 

Die Fläche der Cycloide ist demnach 3xa? oder dreimal 


die des Erzeugungskreises. 


168. Logarithmische Spirale. — Ihre Gleichung 
r = ~em? giebt, wie wir früher sahen, 
dr d?r 
— — maer, — — m2aemd, 


au >’ de 
N — «em? Vi — m? = MO, S, = ma e — AO. 
Für den Krümmungsradius findet man 

R — ar’ Vi1-m:, oder R — MO. 

Fig. 12. Der Krümmungsmittelpunkt ist 
also der Durchschnitt der Nor- 
male mit der im Pole auf dem 
Radius vector errichteten Senk- 
rechte. 

Setzt man 

Vas AG H, 
so wird die Gleichung der Evo- 
lute nach dem V-orstehenden 


n 
m (o _ =) 
r =m ag -A a 


Man kann ihr gleiche Form mit der vorgelegten geben, 
indem man die Winkel von einer Gerade an zählt, welche 
mit A X einen solchen Winkel « bildet, dass 


7 
m (« — a 
me ER an E- 


die vorige Gleichung wird dann 


r — aer? 
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Die Evolute einer logarithmischen Spirale ist demnach eine 
identische Spirale, und sie würde mit der ersten zusammenfal- 
len, wenn man sie um den Pol um einen Winkel œ gleich 
er. drehen würde. 

2 m 

169. Die Differenz zweier Krümmungsradien MO, M'O’ 
ist immer gleich dem Bogen O0’ der Evolute; hieraus folgt, 
dass wenn der Punkt M’ unbegrenzt gegen denPol convergirt, 
also auch O’, der Bogen OO’ unbegrenzt gegen MO conver- 
giren wird. 

Also ist die totale Länge des Bogens einer logarithmischen 
Spirale zwischen irgend einem Punkte O und dem Asymptoten- 
punkte gleich der bis zu derjenigen Senkrechte erstreckten Tan- 
gente OM, welche in dem Pol auf dem Radius vector AO er- 
richtet ist. 


Tangenten und Normalebenen der Curven von 
doppelter Krümmung. 


170. Eine Curve, deren Punkte nicht in derselben 
Ebene liegen, heisst von doppelter Krümmung. Die Tan- 
gente in irgend einem ihrer Punkte ist die Grenze, gegen 
welche eine Secante convergirt, die durch diesen Punkt und 
durch einen anderen geht, welcher auch der Curve angehört, 
und sich dem ersten unbegrenzt nähert. 

Unter der Länge eines Bogens versteht man die Grenze, 
gegen welche der Umfang eines eingeschriebenen Polygons 
convergirt, wenn alle seine Seiten gegen Null convergiren. 
Diese Grenze ist unabhängig von der Art der Theilung des 
Bogens, weil die Verhältnisse der correspondirenden Elemente 
dieser Polygone, welche zwischen unendlich nahen Parallel- 
ebenen enthalten sind, die Einheit zur Grenze haben. 

Man kann auch hier die Sehne statt des unendlich kleinen 
Bogens nehmen, und das Differential ds des Bogens einer 
Curve doppelter Krümmung hat zum Ausdruck 

de = Vader F dp Haan, 


während die Axen rechtwinklig vorausgesetzt sind. 
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171. Eine Secante, welche durch die Punkte der Curve 
geht, deren Coordinaten 
z, y, z und æ+ Ag, y+ dy, z+ dz 
sind, macht mit den Axen Winkel, welche die Cosinus haben 
Ha aAa 
PE, TS 
indem man As als seiner Sehne gleich betrachtet. Ihre Zei- 
chen lehren, ob die von dem ersten nach dem zweiten Punkt 
gerichtete Gerade mit den Axen spitze oder stumpfe Winkel 
macht. 
D; A 4 de d dy LE ; 
ie Grenzen dieser Ausdrücke oder — sind die 
ds’ ds’ ds 
Cosinus der Winkel, welche die Tangente mit den Axen macht. 
172. Die Gleichungen der durch den Punkt æ’, y’, z^ der 
Curve und einen anderen unendlich nahen Punkt gehenden 
Secante sind 


Aa dy’ 
= T7,e- N yy s Te eE) 


die Gleichungen der Tangente werden daher, indem man diese 
Differenzverhältnisse an ihren Grenzen Ta 
da 
s — s = 7p ET 2): y — =U aa) 
Wenn die Curve bestimmt ist durch die Gleichungen ihrer 


gu- ' N ; da’ 
Projectionen auf den Ebenen XZ, YZ, so zieht man oT und 


dy’ 3 h 
—— aus jeder von ihnen. 


dz’ 

Ist sie durch zwei Gleichungen zwischen drei Variablen 
gegeben 

Fi y eot EA N 

so leitet man daraus ab 
dE A y E N OA TAM Ae Aa E A 
da’ dz’ dy’ de T de  ? dæ de! dyider ! der 
und man muss aus diesen zwei Gleichungen die Werthe von 
1, er ziehen, um sie in die obigen zu setzen, oder auf irgend 


da’ dy’ 
dz!’ dz! 
eliminiren; man erhält so die Gleichungen der Tangente 


eine andere Weise zwischen den vier Gleichungen 
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dF dF dF j 
METE y) + Jy C€ — 7) = 0, 


É e-no- nten 
Wir werden bald Ba dass diese Gleichungen keine ande- 
ren sind als diejenigen der Tangentialebenen an den, durch die 
beiden gegebenen Gleichungen dargestellten Oberflächen, deren 
Durchschnitt die gegebene Curve ist. l 
173. Man nennt Normalebene diejenige, welche im Be- 
rührungspunkte senkrecht zu der Tangente ist. Ihre Gleichung 


ist nach jenen, welche wir zuerst für die Tangente gegeben 
haben, 

7 + $Z @— a) HIE yy) = o, 
oder 

(x — z dæ! + (y — y’) dy’ + (z — 2^) dz’ = 0. 

174. Man kann zu derselben Gleichung gelangen, indem 
man den Ort der Geraden sucht, welche durch den Punkt 
æ', y’, z' senkrecht zur Tangente geführt sind. In der That, 
es seien g, y, z die Coordinaten irgend eines Punktes einer 
dieser Geraden: die Cosinus der Winkel, welche sie mit den 
Axen macht, sind proportional den Grössen æ — s’, y — y’, 
z — z'; diejenigen, welche sich auf die Tangente beziehen, 
sind proportional mit dx’, dy‘, dz’. Damit nun diese beiden 
Richtungen senkrecht auf einander stehen, so muss der Cosi- 
nus ihres Winkels Null sein; daraus folgt für alle Punkte des 
Ortes 

(ae — a) de! + (y —y^ dy! + (z —x?2') de’ = 0. 

175. Man kann ferner. die Gleichung der Normalebene 
erhalten, indem man sie als Grenze der Ebene betrachtet, 
welche die Punkte enthält, die zwei gleichen Kugeln gemein- 
schaftlich sind, deren Mittelpunkte in zwei unendlich nahen 
Punkten der Curve liegen. 

Es seien æ’, y‘, z’ die Coordinaten des ersten Punktes, 
= + Ja, y! + Ay, z' + Iz' jene des zweiten, und A der 
Radius der Kugeln; die Gleichung der ersten Kugel ist 

(e—a)? + WM + EN = Rè; 


die der zweiten 


(.—2'— Aa) + (y—y’— Ay) + («—2'— Ar)? — Re. 
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Sie finden zu gleicher Zeit statt für die gemeinsamen Punkte, 
und wenn man sie von einander abzieht, so findet man, indem 
man die unendlich Kleinen zweiter Ordnung vernachlässigt, 
und den Differenzen die Differentiale substituirt, 
(«— a.) de! + (y — y^) dy! + (z— 2’) de’ = 0. 

Diese Gleichung ersten Grades ist die der Ebene, welche den 
an seiner Grenze genommenen Durchschnittskreis der Kugeln 
enthält, oder die Gleichung der Normalebene. 

Jede in der Normalebene liegende Linie heisst Normale 
der Curve. 

Jede durch die Tangente gehende Ebene heisst Tangen- 
tialebene der Curve. 


Tangentialebenen, Normalebenen und Normalen der 
krummen Flächen. 


176. Tangentialebene. — Eine Tangente an einer Fläche 
ist die Grenze, gegen welche eine Secante convergirt, die durch 
einen Punkt dieser Fläche geführt ist, während ein zweiter 
Durchschnittspunkt gegen den ersten convergirt. 

Da dieser zweite Punkt auf unendlich viele Arten sich 
dem ersten nähern kann, so giebt es unendlich viele Tangen- 
ten an der Oberfläche in diesem Punkte. Man zeigt, dass der 
Ort aller dieser Tangenten eine Ebene ist, und giebt ihr den 
Namen Tangentialebene. 

Um, im Allgemeinen, den Ort dieser Tangenten zu be- 
stimmen, so sei 

FF (4.4.2) == Noden ai s= f(a,y) 
die Gleichung der Oberfläche. 

Die Gleichungen irgend einer Tangente im Punkte «, y’, 
2’ sind 

da’ 


Be EEE = ÎE (e—a); 


die Grössen i ir E sind unbestimmt, aber mit einander durch 
die Gleichung verbunden 
MRE d dy' 
Ain F- dz’ E. dz’ 
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in welcher p undg die pariona aus der Gleichung pet f(e,y) 


dz' 
gezogenen Ableitungen — bezeichnen. 


dz' 
dat’ dy’ 
de’ dy’ 
Eliminirt man Ze =] 
chungen, so erhält man die Gleichung des Orts aller Tangen- 
ten. Man findet so 


zwischen den drei vorigen Glei- 


Be ‘ 
l1='p — 7. 


2’ 


oder 
z — z = p (æ — s) +4 Q — y’) 
oder 


1 4‘ 
-u= E eat E UN 
dz’ ATi, ; } 
worin er und — dy die partiellen Ableitungen der Function 
von æ und y bezeichnen, welche den Werth von z darstellt. 
Da diese Gleichung vom ersten Grade ist in Bezug auf g, y, 2, 
so folgt, dass der Ort der Tangenten eine Ebene ist. 

Die Gleichung der Tangentialebene nimmt eine andere 
Form an, wenn die Gleichung der Oberfläche von der Form 
F (2, Y 2) — 0 

und nicht nach z aufgelöst ist. 


I 
Man wird jetzt —— an und = bestimmen durch die Glei- 


dæ 
i = 
dF dz’ dF dz’ 
F TF Pi er + ge dy’ a 


und die ER der ee wird 


/ ‘ z' dF pram 
e- E HU -NGr+te- 2) 7. m 
177. Normale. — Die Bern ist die Senkrechte zur 
Tangentialebene im Berührungspunkte; ihre Gleichungen sind 
daher 


4 dz’ ‘ I — 
ea N -T e-e) 


cder 


dF dF dF 
ee - Nr - NUN me) Fr 
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178. Normalebene. — Wenn man im Berührungspunkte 
einer Tangente an einer Oberfläche eine senkrechte Ebene auf 
dieser Linie errichtet, so hat man eine Normalebene der 
Oberfläche. Man wird ihre Gleichung finden, indem man von 
den Gleichungen einer Tangente ausgeht, oder dürch die 
Durchschneidung zweier gleichen Kugeln, deren Mittelpunkte 
sich unbegrenzt nähern. Man erhält auf diese Weise als Glei- 
chung irgend einer Normalebene im Punkte a, y^, 2’ 

(a — a) da + (y — y’) dy’ + (z — 2’) de’ = 0. 

Sie ist unbestimmt, weil die Differentiale da‘, dy’, dz’ nur der 
Bedingung unterworfen sind 


i a a AEE o E 
a p ATAT AARET Ti i 


substituirt man diesen Werth von dz’, so kommt 
da .-- +5 en] 
+ dy’ art a E 


Diese Gleichung ändert sich mit dem Verhältniss, das man 
zwischen dæ’, dy’ annimmt, und stellt alle Normalebenen in 
dem gegebenen Punkte dar. 

179. Aus dieser Gleichung der Normalebene kann man 
jene der Normale und folglich auch jene der Tangentialebene 
ableiten. In der That, man sieht dass ihr genügt wird für 
jedes Verhältniss von dy’ zu da‘, wenn man die zwei Glei- 
chungen ansetzt 


4 4 
a a en ie en (air a 
da dy 


Also schneiden sich alle Normalebenen nach einer und der- 
selben, durch diese beiden Gleichungen repräsentirten Gerade. 
Da diese Gerade senkrecht ist auf allen Tangenten, so liegen 
diese letzteren alle in einer und derselben Ebene, welche zur 
Gleichung hat 
dz’ dz’ 
ee A P a AA 

Man findet so, unabhängig von der ersten Methode, die Glei- 
chungen der Tangentialebene und der Normale. 
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Von den beiden Krümmungen und der Berührung 
doppelt gekrümmter Ourven. 


180. Osculirende Ebene. — Man nennt so die Grenze, 
welcher die Ebene sich nähert, die durch drei Punkte einer 
Curve geht, von denen zwei unbegrenzt gegen den dritten con- 
vergiren. Esseien x’, y’, z‘ die Coordinaten irgend eines Punktes 
der Curve, æ! + 1x, y! + Ay’, 2’ + 4z’ die eines unendlich 
nahen Punktes und = + 24a + Pa, y! 4 24y! +4, 
z! + 24z' + 4?z’ die eines dritten Punktes der Curve, und 
die Differenzen seien bestimmt nach den gleichen Incrementen 
irgend einer Variable, von welcher æ’, y’, z’ bestimmte Func- 
tionen sind. | 

Jede durch den ersten Punkt gehende Ebene hat zur 
Gleichung 

z — z! = a (æ — x') + b (y — y’); 
damit sie auch durch die beiden anderen gehe, hat man die 
Bedingungen 
I2 =a dA + bAy 
2: = a Aa + bay; 
und für die Grenzebene finden diese Gleichungen statt zwischen 
den Differentialen 
dat, ay, deu. . Be, day, eat, 

Die aus diesen zwei Gleichungen gezogenen Werthe von 
a und b geben, indem man sie in die Gleichung der Ebene 
setzt, die Gleichung der osculirenden Ebene, welche ist 

(2 — a^ (dy’ d2 2’ — de’ d?y) + (y — y’) (de! d?a! — da’ dze’) 
+ (z — 2) (dæ' dy’ — dy’ d?) = 0. 

181. Wenn man die Grenze der Ebenen sucht, welche 
durch die Tangente in einem Punkte der Curve und durch 
einen anderen, sich dem ersten nähernden gehen, so ist 
leicht zu sehen, dass man die osculirende Ebene wieder findet. 

In der That, die Gleichungen der Tangente sind 


x’ d 
1 - =, en?) y—yY-7% (z — z’), 
und die Ebene, deren Gleichung ist 
z — z! = a (a — s') +4 b (y — y)» 
wird diese Tangente enthalten, wenn man hat 


= +b p- oder dz’ = ada’ + bdy', 


l=a 
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oder, indem man ? zur unabhängigen Variable nimmt, 
ie == g da 4- b ay 

t dt dt 
Damit diese nämliche Ebene durch einen Punkt gehe, welcher 
die Coordinaten © + Aa, y + Ay, z2’—+ 4z' hat, muss 
man haben 

Az! = ade + bAy. 
Man darf aber in dieser Gleichung die “Glieder zweiter Ord- 
nung nicht vernachlässigen, weil alle von der ersten Ordnung 
versulivinden, der vorigen Gleichung zufolge. 

In der That, wenn man die Differenzen entwickelt, und 

sich auf Bi zweite Ordnung beschränkt, e hat man 


d’z’ At 2y’ At? 
al en — 
Az 4 2 ir ya + SH at" 


m 
Bor dx At? 
mii = -At + au 2 FOR 


Substituirt man nun in der obigen EEE so heben 


sich die Glieder, welche /t in der ersten Potenz enthalten, 
weg, und es bleibt, mit Vernachlässigung der unendlich Kleinen 


2 
dritter Ordnung, und indem man durch Z © heilt; 


2 
4 ‘ 
sA Za a +3 or oder der’ — ala’ + bady. 
Die Coefficienten a und b sind also durch dieselben Gleichun- 
gen bestimmt wie vorher, und man findet die Gleichung der 
osculirenden Ebene. 

Ferner würde man dieselbe Ebene finden, indem man die 
Grenze von jener suchte, welche durch eine Tangente und eine 
Parallele zu der unendlich nahen Tangente geht. 

182. Contingenzwinkel. — Man nennt so den Winkel 
zweier unendlich nahen Tangenten, oder, um strenge zu reden, 
das Differential, welches diesem unendlich kleinen Winkel ent- 
spricht; d. h. eine Grösse, deren Verhältniss zu dem Incre- 
ment der unabhängigen Variable gleich ist der Grenze des 
Verhältnisses des Winkels der Tangenten zu demselben Incre- 
ment. Da diese Tangenten nicht in einer Ebene liegen, so ist 
ihr Winkel der zweier Geraden, welche durch einen Punkt 
gehen und ihnen parallel sind. Es seien a, b, ce die Cosinus 
der Winkel, welche die erste Tangente mit den Axen bildet, 
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und a + da, b + 4b, c + Ze diejenigen, welche sich auf 
die zweite beziehen; der Cosinus des Winkels œ dieser zwei 
Richtungen ist 
csa—a?+b?’+c2 +aAa+bAb+.Ice—=1+aIa+bAb-4 cAe. 
Aus der Gleichung 


a? + b2- e2 — 1 
zieht man 


2ada + 2b4b + 2cAe + du? + 4b + 4e = 0; 
also 
1 — cosw = 2 (in) == mal sa Piae aa aaka 
2 2 
Ersetzt man sin® durch w, und die Differenzen durch die 
Differentiale, so wird œ Das werden, was wir den Contingenz- 
winkel nannten, und man erhält 
w? — da? + db? + de? oder w = V da? F db? F de. 
Man kann diese Formel auch durch geometrische Betrachtungen 
erhalten. 
Zieht man MB parallel zu der zweiten Tangente, und 
Fig. 13. nimmt MA = MB = 1, so hat man 
AB ==. fü 
Projieirt man jetzt das Dreieck MAB 
auf die drei Axen, und nennt A, u, v die 
Winkel der Richtung AB mit den posi- 
tiven Richtungen dieser Axen, so kann 
man schreiben 


da == wcosA, db —= wcosu, de wcosv, 
da 
o = Vda? db? de?, cosh = mr 
+ 7 V da? -l db? + de?’ 


db de 
cos u = z, (08V = —. 
Vda? + db? + do? Vda: + di? + de? 
Diese Formeln lassen den Contingenzwinkel kennen und die 
Cosinus der Winkel der vom Punkte M gegen den Krümmungs- 
mittelpunkt hin genommenen Richtung. 


Man hat 


woraus man zieht 
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dsd2x — dxd?s 


a == Dr dsd?y — dyd2s 


ds? f ds? 
dsd?z — dzd?s 


ds? i 


’ 


de ==> 


substituirt man diese Werthe in dem von œ, und beachtet, dass 
ds? — da? + dy? -Ł- d22?, 
ds d?s = dæ d? + dyd?y + dz d?z, 


so erhält man 


wer ARTEN". 
o= 1 Vest epp ead. 


ds 
Man kann d?s aus diesem Ausdruck entfernen, indem man 
seinen Werth aus der vorigen Gleichung zieht; man findet so, 
nachdem jede Reduction gemacht ist, 


o=--V y d?z—dz d?y)?-- (dzd?æ— da d22)2-(dad2y—dyd?a)?. 


183. Sucht man, statt des Winkels zweier Tangenten in 
unendlich nahen Punkten M, M”, 
u H den Winkel der Sehne MM mit 
der Sehne M’ M”, indem man die 
zwei Punkte M’, M als gleichen 
Incrementen irgend einer Variable z 
correspondirend ‚voraussetzt, so findet 
man denselben Ausdruck für den 
Winkel T M’ M”. In der That, die 
Cosinus der Winkel von MT mit 
den Axen sind die Verhältnisse 
Is Ay Az Ne 
Mr mw mr und unterschei- 
den sich um unendlich kleine Grössen von ihren respectiven 
Grenzen EE EN. ER Also wird die Veränderung von ? in 
ds ds ds © 
t -+ At dieselben Incremente in beiden hervorbringen, indem 
man die Grössen von höherer Ordnung als die der Incremente 
vernachlässigt. Es ist daher unnütz die vorigen Rechnungen 
hier wieder anzufangen; und der Winkel TWM” hat den- 
selben Ausdruck wie der Contingenzwinkel œ. 
184. Osculirender Kreis. — In den Curven doppelter 
Krümmung, wie in den ebenen Curven, nnenne wir osculiren- 
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den Kreis die Grenze des durch drei unendlich nahe Punkte 
gehenden Kreises; dieser Grenzkreis wird offenbar in der oscu- 
lirenden Ebene liegen. 


Es sei M irgend ein Punkt der Curve; M, M” seien Pınkte,die 
sich ihm unbegrenzt nähern; O sei der Durchschnittspınkt der 
in M und M” auf den beiden Seh- 
nen errichteten Senkrechten in der 
Ebene, welche die Sehnen enthält: 
M'O ist der Durchmesser de durch 
M, M’, M” gehenden Kreise. Der 
Winkel O hat zum Maass dea Kreis- 
bogen MM’ M”, getheilt dwch den 
Durchmesser M’O. Man kann aber 
diesem Bogen den der Curre oder 
24s + 4?s substituiren. 


Man hat also M 0O = 


Fig. 15. 


2de 
IE 


ın- 


dem man 4?s vernachlässigt. 
Aber der Winkel O ist gleich TM’ M”, welche durch 
den auf den Bogen 4s bezüglichen Contingenzwinkel @ ersetzt 
werden kann. Man erhält daher, indem man durch Æ den 


Radius des osculirenden Kreises bezeichnet, R — = ; woraus 
man durch Einsetzen der für @ gegebenen Ausdrücke die 
strenge richtigen Formeln zieht 
ds? 
R = M 
VEe + d?y? + d?z22— 2 
und 
R— ds? 
-V (dyďz—de d?y)?} (ded?a—dæd?2)? + (dæd?y—dyd?a)? ` 


185. Torsionswinkel. — So nennt man den Winkel 
zweier sich folgenden Osculationsebenen, oder, um exėcter zu 
reden, das entsprechende Differential. 


Es seien «œ, ß, y die Winkel, welche die Normale zu 
einer Osculationsebene mit den Axen macht; nach der Gkichung 
dieser Ebene hat man, wenn æ, y, z die Coordinaten de Punk- 
tes der Curve sind, 
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KAA dy d?z — de d?y  dediz — ds dz 
A ATS ETE, cos p — SEE 7 EPI, 


da d2y — dyd? 
a = e 
wo : 
D = V (dy d?z —dz d2?y)? + (dzd? — ded?2)? + (dæ d?y — dy d?2)?. 
Die Normale zu der unendlich nahen Osculationsebene macht 
mit der ersten einen Winkel, welcher dem der Ebenen gleich 
ist; bezeichnet man ihn durch U, so erhält man durch eine 
Rechnung, die ähnlich ist derjenigen, welche den Contingenz- 
winkel ergab, 
U = V Qca} F dosp F iF. 
Dies ist der Ausdruck des Winkels, um welchen die Ebene 
zweier Nachbarseiten des Infinitesimalpolygons sich dreht, 
um die zweite Seite herum, um durch die dritte zu gehen. 
Man muss ihn aber durch die Differentiale von x, y, z aus- 
drücken; setzt man hierzu 
dy d?z — dzedy—X, ddr — dz dz = Y, 

dæd?y — dyd = Z, 

daher 
dy dz — dz dèy = dX, dzd: — ded’z = d Y, 

dæ dèy — dy dèæ — dZ, 

so findet man 


y — VOFF AY aZ KAX FYI Y J ZAZ 
S ®+ pr + 2 

(YAZ—ZAY»- (ZaX — XaZzy F(XaY— Yar)ı 
Man hat aber 


YaZ — ZdY _ZadaX—XdZ XdY— YaX 
dæ EN dy ERT dz 

= da (deyd?z — d?zd3y) + dy (d?z dèe — d?a dsg) 

+ dz(dď? æ dèy — d?y d? æ). 


Folglich 
U— ds dx (d’yd’z— d’zd’y)+ dy (d°z dx — d?x d? z) + dz(d?x d’y— d’yd’x) 
(dy d’2— dzd?y)? + (dz d?x — dxd? 2)? + (dz d*y — dy d? x)? 
Es giebt keinen Kreis, der sich so natürlich darböte, um diese 
zweite Krümmung darzustellen, wie der osculirende Kreis, wel- 
cher die erste Krümmung misst. 

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 11 


www.rcin.org.pl 


— 12 — 


186. Wenn der Radius der ersten Krümmung unendlich 
ist für alle Punkte einer Linie, so liegen alle Seiten des die- 
ser Linie eingeschriebenen Infinitesimalpolygons in der Verlän- 
gerung von einander, und folglich ist diese Linie gerade. Die 
Bedingung, dass eine Linie gerade sei, lässt sich daher aus- 
drücken durch die Differentialgleichung 
(dyd2z — dzd?y)? + (dzd?æ — ded22)? + (dæd?y — dyd?z)?—0, 
aus welcher die drei Gleichungen folgen 
dyd?z— dzd2y—0, dzd?x — ded?2z—=0, dad’y — dyd’z = 0, 
oder auch 


dz dæ dy __ 
ER di, =) di, =" 
woraus man schliesst 
de dy 
a Prag 


während a und b willkürliche Constanten sind. Und weil a 
und b die Ableitungen von az und bz sind, so folgt aus einem 
früher bewiesenen Satze, dass die Functionen æ und y nur von 
der Form 
z—=az-+ta, y=bz + ß 

sein können, wo « und ß willkürliche Constanten bezeichnen. 
Man kommt so auf die allgemeinen Gleichungen der geraden 
Linie zurück. 

Ist die zweite Krümmung Null, so fallen alle Osculations- 
ebenen zusammen, und die Curve ist eben. Die Bedingung, 
dass eine Curve eben sei, wird also durch die Differential- 
gleichung ausgedrückt 

da (dyd?z — d?z dèy) + dy (d?z dè æ — d?e d3z) 
+ dz (d? æ dèy — d?y d? æ) = O, 
welche sich reducirt auf 
d ydèz — dz dy = 0, 
wenn man æ zur unabhängigen Variable nimmt. 

Man verificirt leicht, dass diese Relation besteht für alle 
Punkte einer ganz in einer Ebene liegenden Curve. 

187. Polfläche. — Denkt man sich ein Infinitesimal- 
polygon eingeschrieben in eine Curve von doppelter Krümmung, 
und errichtet man senkrechte Ebenen in der Mitte seiner suc- 
cessiven Seiten, so wird die Durchschnittslinie zweier sich 
folgenden Ebenen der Ort der Pole des Kreises sein, der 
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durch die drei entsprechenden Ecken des Polygons ‚geht; und 
ihre Grenze wird der Ort der Pole des osculirenden Kreises 
sein, gegen den der variable Kreis convergirt. 

Man erkennt ausserdem leicht, dass man dieselbe Linie 
finden würde, indem man die Grenze des Durchschnitts zweier 
sich folgenden Normalebenen suchte. 

Verfährt man auf dieselbe Weise in allen Punkten der 
gegebenen Curve, so erhält man eine Folge von Pollinien, 
welche eine Fläche bilden, die man Polfläche nennt. 
Sie ist nichts Anderes als der Ort der Mittelpunkte der Ku- 
geln, welche die Grenzen sind von jenen, welche drei unend- 
lich nahe Punkte mit der Curve gemein haben. Diese Fläche 
ist abwickelbar, denn sie setzt sich zusammen aus unendlichen 
ebenen Elementen, welche enthalten sind zwischen den zwei 
successiven Durchschnitten dreier sich folgenden Ebenen. Fer- 
ner haben diese ebenen Elemente zur Grenze ihrer Richtungen 
die der Tangentialebenen: also sind alle Normalebenen der 
Curve tangirend an ihrer Polfläche, und diese letzte kann be- 
trachtet werden als die Umhüllungsfläche dieser Ebenen. 


188. Osculirende Kugel. — Mit diesem Namen bezeich- 
net man die Grenze der Kugeln; welche vier Punkte, die sich 
unbegrenzt nähern, mit der Curve gemein haben. Der Mittel- 
punkt der durch vier sich folgende Ecken des eingeschriebenen 
Polygons gehenden Kugel ist der Durchschnitt der zwei Ge- 
raden, nach welchen sich die drei senkrechten Ebenen auf den 
drei consecutiven Seiten des Polygons schneiden; er ist also der 
zwei sich folgenden Pollinien gemeinsame Punkt. 

Die Mittelpunkte dieser successiven Kugeln bestimmen ein 
Polygon, welches gegen eine Curve convergirt, deren Tangen- 
ten die Pollinien sind; diese Curve ist also die Umhüllende 
der Pollinien. Sie ist auch die Rückkehrkante der abwickel- 
baren Fläche, welche der Ort dieser Pollinien ist, d. h. der 
Polfläche. 


189. Gleichung der Polfläche. — Diese Fläche ist 
der Ort der successiven Durchschnitte der Normalebenen oder 
auch der Normalen der gegebenen Curve. Nun ist die Glei- 
chung irgend einer Normalebene 
(1) (@ — a) da + (y — y)dy + (z — 2^) dz' = 0. 


11* 
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Giebt man der unabhängigen Variable ż, von welcher man 4, 
y’, z' als bekannte Functionen betrachtet, ein unendlich kleines 
Increment It, und betrachtet man die Normalebene in dem 
daraus resultirenden Nachbarpunkt, so wird ihre Gleichung 
sich aus denselben Gliedern wie die vorige zusammensetzen, 
plus den Gliedern, welche aus der Aenderung der Grössen 
æ, y', 2’, d«', dy’, dz’ hervorgehen. Die ersten Glieder sind 
Null für die den beiden Ebenen gemeinsamen Punkte, und es 
bleibt, indem man die Grössen dritter Ordnung vernachlässigt 
und zu den Differentialen übergeht, 

(2) (— a’) d?a! + (y —y^) dy + (z — z) dz! — ds? — 0. 
Die Gleichungen (1) und (2) finden also statt zwischen den 
Coordinaten æ, y, 2 aller Punkte einer Erzeugungslinie der 
Polfläche. 

Man wird daher die Gleichung der Polfläche erhalten, in- 
dem man s’, y‘, z’ zwischen den Gleichungen (1), (2) und je- 
nen der gegebenen Curve eliminirt. 

190. Mittelpunkt der osculirenden Kugel. — Die- 
ser Mittelpunkt ist die Grenze des Durchschnittspunktes von 
drei sich folgenden Normalebenen oder von zwei Geraden, nach 
welchen die zwei ersten und die zwei letzten dieser Ebenen 
sich schneiden. Die eine von ihnen wird an der Grenze durch 
die beiden Gleichungen (1), (2) dargestellt; die andere durch die- 
selben um ihre Differentiale vermehrten Gleichungen. Für die 
Grenze des den beiden Geraden gemeinsamen Punktes werden 
daher die Differentiale der Gleichungen (1), (2) in Bezug auf 
æ, y', z2', dæ’, . . . Null sein, und daraus geht die neue Glei- 
chung hervor 
(3) (æ— a") dèa! + (y—y’) dèy’ + (2— 2) ddz! — 3ds’d2s’ —0. 
Die Gleichungen (1), (2), (3) geben den Mittelpunkt der oscu- 
lirenden Kugel, welche dem Punkt x’, y‘, z‘ entspricht; ünd 
man wird die Gleichungen des Orts dieser Mittelpunkte oder 
der Wendungscurve der Polfläche erhalten, indem man «#%, y’, 2’ 
zwischen diesen drei Gleichungen und jenen der- gegebenen 
Curve eliminirt; woraus zwei Gleichungen zwischen æ, y, z re- 
sultiren. 

191. Vermöge der Gleichungen (1), (2) lässt sich leicht 
erkennen, dass jede Normalebene der Curve die Polfläche tan- 
girt. In der That, nehmen wir auf dieser letzten irgend einen 
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Punkt, der unendlich nahe ist jenem, welcher die Coordinaten 
æ, Y, z hat und sich in der durch die Gleichung (1) bestimm- 
ten Normalebene befindet. Betrachten wir dg, dy, dz als die 
Differenzen ihrer Coordinaten: den Gleichungen (1), (2) wird 
durch die Coordinaten x, y, z genügt; und es wird ihnen ge- 
nügt durch die Coordinaten des zweiten Punktes, wenn man 
die unendlich nahe Normalebene betrachtet, welche durch die- 
sen zweiten Punkt geht. 

Giebt man nun 2, y, 2, x’, y', z’ die correspondirenden In- 
cremente dx, dy, dz, da‘, dy’, dz’ in der Gleichung (1), so 
bleibt, zufolge der Gleichung (2), 

da da! + dy dy’ + dz dz’ = 0. 

Aber die Gerade, welche die zwei auf der Polfläche ge- 
nommenen Punkte verbindet, und zuletzt eine Tangente an ihr 
wird, macht mit den Axen Winkel, deren Cosinus proportional 
sind mit dæ, dy, dz; die vorstehende Gleichung zeigt also, 
dass diese Gerade senkrecht ist zu der Tangente der Curve 
in dem Punkt s’, y’, 2’, und dass sie folglich in der, zu dem- 
selben Punkt dieser Curve gehörigen Normalebene liegt, weil 
sie schon den Punkt x, y, z mit dieser Ebene gemein hat. 

192. Krümmungsmittelpunkt. — Der Mittelpunkt des 
osculirenden Kreises, oder der Mittelpunkt der ersten Krüm- 
mung, liegt in der osculirenden Ebene und auf der Pollinie 
des Punktes, den man auf der Curve betrachtet. Man wird 
daher seine Coordinaten erhalten, indem man die Werthe von 
z, y, z sucht, welche den Gleichungen genügen 

(x — a) da + (y — y^) dy’ + (z — z^) dz' = 0, 

(a — a) da + (y — y^) dy- (z — 2°) dz — d 3%, 

(x — x’) (dy'dz' — dz'd?y') + (y —y’) (dz' d a'— da’ d2z') 
+ (z — 2") (dæ'd?y' — dy'd2a’) = 0. 

Diese Werthe von x, y, 2 werden durch folgende Formeln 

gegeben: 


e—a = F [dy (dy dti —dz' dèy) dar (de’ det —da'der)) 
y — y'= 2 [dæ (dady —dy' dar) —de'(dy' d?e’ —d' dy’), 
e i [dz' (dz'd2 æ! — da’ d22’) — dy’ (da'd?y'—dy'd?a’)], 


worin R den Krümmungsradius bedeutet, dessen Werth ist 
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~ V (dy'd2z'—dz'dy)?24(de'd?æ'—da"d?2)24(dæ'd?y'—dy'd?2")? 
Wenn man, statt die Coordinaten des Mittelpunkts der Krüm- 
mung zu bestimmen, die Gleichungen des Orts dieser Mittel- 
punkte haben wollte, so brauchte man nur s‘, y’, 2’ zu elimi- 
niren zwischen den drei ersten Gleichungen und jenen der ge- 
gebenen Curve; die zwei resultirenden Gleichungen zwischen 
æ, y, z würden diejenigen des gesuchten Orts sein. 
193. Berührung der Curven doppelter Krümmung. 
—- Diese Theorie ist derjenigen ähnlich, welche wir für die 
ebenen Curven gegeben haben; nur muss man, statt die Cur- 
ven durch parallele Geraden zu einer Axe zu schneiden, sie 
durch Ebenen schneiden, welche parallel sind zu einer der 
Coordinatenebenen, z. B. zur Ebene x, y. Wenn also zwei 
Curven einen Punkt «’, y’, z’ gemein haben, und wenn, indem 
man sie durch eine Ebene schneidet, welche parallel ist zu der 
Ebene v, y und von dem gemeinsamen Punkte um eine unend- 
lich kleine Strecke dz’ absteht, die Entfernung der beiden so 
erhaltenen Punkte auf diesen Curven von der Ordnung n + 1 
ist, so sagt man, dass die Curven einen Contact der Ordnung 
n haben. Man erkennt leicht, dass die Ordnung dieser unend- 
lich kleinen Entfernung dieselbe ist für beliebige Coordinaten- 
ebenen, wenn nur die Tangenten an diesen Uurven im ge- 
meinsamen Punkt nicht parallel sind zu der schneidenden Ebene. 
Die -Projection einer Gerade auf eine Ebene ist gleich dem 
Product dieser Gerade in den Cosinus ihrer Neigung gegen 
die Ebene, also hat das Verhältniss der Längen dieser Gerade 
und ihrer Projection eine endliche Grenze, wenn die Grenze 
dieser Gerade nicht einen rechten Winkel mit der Ebene 
macht. Also werden die drei orthogonalen Projectionen einer 
in Grösse und Richtung variablen Gerade, im Allgemeinen, 
Grössen von derselben Ordnung wie diese Gerade sein; und 
wenigstens ist dies immer der Fall für zwei ihrer Projectionen: 
es kann höchstens eine unter ihnen geben, welche gegen 
diese Gerade unendlich klein ist. Hieraus folgt, dass damit 
zwei Curven doppelter Krümmung einen Contact nter Ordnung 
haben, es nothwendig und hinreichend ist, dass zwei ihrer Pro- 
jectionen einen Contact dieser Ordnung haben; welches auf 
die Theorie der Berührung ebener Curven zurückführt. Die 
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Bedingungen dafür, dass dieser Contact in dem Punkte x, y’, 2° 
stattfinde, bestehen daher darin, dass für den Werth z von z 
die Grössen 

yi dæ dy dæ dy dra dy 

Meda” Ae An S RNT A A 
nach den Gleichungen dieser beiden Curven dieselben Werthe 
haben. Man wird also auch hier die osculirende Curve einer 
gegebenen Art erhalten, indem man die Coëfficienten ihrer 
Gleichungen in solcher Weise bestimmt, dass daraus so viel 
als möglich gemeinschaftliche Ableitungen mit der gegebenen 
Curve, von den ersten ab, resultiren. Wenn die Projectionen 
auf einer Ebene einen höheren Contact hätten als die auf 
einer anderen, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass der weni- 
ger hohe von beiden die Ordnung des Contacts der zwei vor- 
gelegten Curven ausdrücken würde. 


194. Osculirende Gerade. — Die allgemeinen Glei- 
chungen einer Gerade sind 


z=az-ta, y=bz+Bß, 
also werden die Gleichungen, welche a,«, b,ß bestimmen, sein 


a= ael 4 a, yi = be p E -—- = 4, SE =a b) 


í 
während die Ableitungen ge aus den Gleichungen der 


Ar 
de’ det 
gegebenen Curve gezogen sind. Die osculirende Gerade hat 
daher zu SORGEN 


dæ 
70 (z-— 2), y — y'= a eh! 
dieselben, welche wir schon für die Tangente gefunden haben. 


195. Osculirender Kreis. — Die bequemsten Gleichun- 
gen zur Bestimmung eines Kreises im Raume sind die einer 
Kugel und einer Ebene. Es seien also die allgemeinen Glei- 
chungen des Kreises 
) @-M+YW-M+a@— = Re, 

(2) z aa +bytce=/I; 

differentiirt man diese Gleichungen zweimal, indem man æ und 
y als Functionen von z betrachtet, und die anderen Grössen 
als Constanten, so erhält man folgende Gleichungen: 
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© @-n+0-BL +e@-9E=0, 


8 gop rren, iss 
(5) 1+aS2 +4,22 =0, 
(6) age + FU =. 


In diesen sechs Gleichungen wird man statt æ, y, z die Coor- 
dinaten des gegebenen Punktes der Curve und statt aller Ab- 
leitungen diejenigen setzen, welche die Gleichungen dieser näm- 
lichen Curve ergeben. Daraus wird man die Werthe von sechs 
der Constanten a, b, c, œ, ß, y, R ableiten, und es wird eine 
Constante unbestimmt bleiben, weil man unendlich viele Ku- 
geln durch denselben Kreis legen kann. 


Die Co&fficienten «a, b, c sind vollkommen bestimmt, und die 
Gleichung der Ebene wird, indem man durch 4, y‘, z' die 
Coordinaten des gegebenen Punktes bezeichnet, 

(z — 2’) (da’d2y’ — dy' d?a) — dz’dey’ (x — a’) 

+ dz'd?æ' (y — y^) = 0. 
Diese Gleichung ist keine andere als jene der osculirenden 
Ebene, in welcher z zur unabhängigen Variable genommen 
ist. Die Gleichungen (3), (4), wenn man in ihnen a, ß, y als 
Variablen betrachtet, stellen zwei Ebenen dar, welche auf der 
Ebene (2), den Gleichungen (5), (6) zufolge, senkrecht sind. 
Die Mittelpunkte der Kugeln liegen also auf einer Senkrechte 
zur Kreisebene, und alle diese Kugeln schneiden diese Ebene 
nach einem und demselben Kreis, weil sie ausserdem durch 
einen und denselben Punkt «‘, y’, z^ gehen. 


In den Gleichungen (3), (4) erkennt man leicht diejenigen, 
welche die Pollinie zu dem Punkt «°, y‘, z’ bestimmen, wenn 
man z zur unabhängigen Variable nimmt; und da der Mittel- 
punkt des Kreises erhalten wird, indem man den Durchschnitt 
dieser Gerade mit der Kreisebene sucht, so findet man aus 
diesem neuen Gesichtspunkte Alles wieder, was in Beziehung 
auf den osculirenden Kreis durch verschiedene Betrachtungen 
bestimmt worden war. 
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Berührung der Oberflächen. 


196. Wenn zwei Oberflächen einen Punkt «‘, y’, zf gemein 
haben, und wenn, indem man 4, y’ um beliebige unendlich 
kleine Grössen da’, dy’ ändert, die Differenz der entsprechen- 
den Werthe von z ein unendlich Kleines der Ordnung n + 1 
ist, so sagt man, dass diese Oberflächen einen Contact nter 
Ordnung haben. Die Ordnung dieser Differenz ist dieselbe 
für alle Richtungen, welche nicht parallel sind zu den Tan- 
gentialebenen an diesen Oberflächen in dem Punkte, den man 
betrachtet: hieraus geht hervor, dass zwei Flächen einen Con- 
tact erster Ordnung haben werden, wenn man für einen und 
denselben Werth von x‘, y’ aus den Gleichungen beider die- 
selben Werthe für z’, ae Lia zieht. 

dæ’ “dy 

Sie werden einen Contact zweiter Ordnung haben, wenn 
ihre Gleichungen ausserdem dieselben Werthe liefern für die 
partiellen Differentialcoëfficienten der zweiten Ordnung 

ei az 

da? dady? dy? 
Der Contact wird endlich von der Ordnung n sein, wenn alle 
partiellen Differentialcoëfficienten bis zu dieser Ordnung inclu- 
sive gleich sind. 

Die osculirende Fläche von einer gegebenen Art wird be- 
stimmt wie die osculirenden Curven, indem man so viel Ablei- 
tungen als möglich von den beiden Functionen einander. gleich 
macht, welche den Werth von z für die beiden Flächen, die 
sich osculiren sollen, ausdrücken. 

197. Osculirende Ebene an einer Oberfläche. — 
Die allgemeine Gleichung einer Ebene sei 

z = ax + by + o, 

so hat man, um a, b, c zu bestimmen, die Gleichungen 
TR an De u 

r ae ee 1 ade zz 
dz! idg! 
zu ziehen sind. Die Gleichung der osculirenden Ebene ist also 

AR oh j ; 
e> = et -N 


welche Ebene keine andere ist als die Tangentialebene. 


während aus der Gleichung der gegebenen Fläche 
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198. Osculirende Kugel an einer Oberfläche. — 
Da die allgemeinste Gleichung einer Kugel nur vier willkür- 
liche Constanten enthält, so kann man, im Allgemeinen, keine 
Berührung zweiter Ordnung zwischen einer Kugel und einer 
gegebenen Oberfläche herstellen, weil hieraus sechs Bedingungs- 
gleichungen hervorgehen würden. Man kann also zwischen 
diesen Flächen nur eine Berührung erster Ordnung herstellen. 
Dabei wird eine Constante in der Gleichung der Kugel unbe- 
stimmt bleiben, und man kann dieselbe benutzen um einen 
Contact der zweiten Ordnung mit einer der Curven zu bestim- 
men, welche man auf der Oberfläche zeichnen kann. 

199. Contact der Curven und Flächen. — Führt 
man in der Nähe eines Punktes, welcher einer Curve und einer 
Fläche gemeinschaftlich ist, Parallelen zur Axe der z, so sagt 
man, dass ein Contact nter Ordnung stattfindet, wenn die Dif- 
ferenz der entsprechenden Werthe von z für die Curve und 
die Fläche unendlich klein ist von der Ordnung n + 1. Man 
wird zu Bedingungen von derselben Art wie in den früheren 
Fällen geführt, in deren Detail wir nicht eingehen. 


Evoluten. 


200. Wenn man irgend eine von den Normalen in 
einem Punkte einer Curve doppelter Krümmung betrachtet, 
so wird sie eine Tangente an der Polfläche sein. Die 
Normalebene, welche durch einen zweiten, dem ersten unend- 
lich nahen Punkt der Curve geht, wird diese Normale in einem 
Punkt schneiden, welcher zwei unendlich nahen Normalen ge- 
mein ist. Thut man für die zweite Normale dasselbe, was 
man für die erste gethan hat, und fährt man so fort, so 
erhält man eine unendliche Folge von Normalen zu der gege- 
benen Curve, von denen jede die folgende trifft, und deren Be- 
rührungspunkte mit der Polfläche unendlich nahe an einander 
liegen. Der Durchschnittspunkt von zwei sich folgenden Nor- 
malen, da er auf der Durchschnittslinie der zwei Normalebenen 
liegt, wird sich unbegrenzt der Polfläche nähern, welche der 
Ort der Grenzen von den Durchschnitten der sich folgenden 
Normalebenen ist. 

Diese Folge von Normalen bestimmt also ein Polygon mit 
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unendlich kleinen Seiten, dessen Grenze eine, alle diese Nor- 
malen tangirende Curve ist, welche auf der Polfläche liegt: 
man nennt sie eine Evolute der gegebenen Curve. 

Da man irgend eine von den Normalen der gegebenen 
Curve in dem Ausgangspunkte wählen kann, so erhält man 
unendlich viele Evoluten, welche einander so nahe liegen als 
man will, und sich sämmtlich auf der Polfläche befinden, die 
‚ man als ihren geometrischen Ort betrachten kann. In Bezug 
auf diese Curven, welche wir Evoluten genannt haben, führt 
die erste den Namen Evolvende, einer Eigenschaft halber, 
die analog ist jener, welche wir in den ebenen Ourven erkann- 
ten, und deren Beweis wir geben wollen. 

Es seien MN, M’N' zwei in unendlich nahen Punk- 
ten M, M’ zu der gegebenen Curve normale Geraden und 
N, N’ ihre Berührungspunkte mit der Evolute; wir wol- 

Fig. 16. len zeigen, dass die 

: Differenz der Längen 

M' N' und MN gleich 
ist dem Bogen N N‘ bis 
auf ein unendlich Klei- 
nes von der zweiten 
Ordnung wenigstens. 
In der That, denkt man 
sich in den Punkten M 
und N zwei zu MN 
senkrechte Ebenen, so 
wird.die Länge M’ P von der zweiten Ordnung sein, weil die 
Curve M’ M die Ebene tangirt; ferner übertrifft QP MN um 
eine unendlich kleine Grösse zweiter Ordnung. Man kann also 
N'Q als gleich der Differenz MN’ — MN nehmen bis auf 
eine Grösse zweiter Ordnung. Aber die Grenze des Verhält- 
nisses von N’@ zu der Sehne NN‘ ist die Einheit, weil die 
Winkel Q und N des geradlinigen Dreiecks Q@NN' gegen 
rechte Winkel convergiren. Also unterscheidet sich N’ Q von 
dem Bogen N'N höchstens um ein unendlich Kleines zweiter 
Ordnung; also ist die Differenz zweier consecutiven Nor- 
malen MN, M'N’ gleich dem zwischen ihren Berührungs- 
punkten mit der Evolute enthaltenen Bogen NN’, plus oder 
minus einer gegen diesen Bogen unendlich kleinen Grösse, 
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welche vernachlässigt werden kann, ohne dass daraus ein 
Fehler in den Grenzen der Verhältnisse oder Summen ent- 
springt. 

Es folgt hieraus, dass wenn man in irgend zwei Punkten 
der Evolute Tangenten bis zur Evolvende zieht, die Differenz 
ihrer Längen strenge gleich ist dem zwischen den Berührungs- 
punkten enthaltenen Bogen. 

Und man sieht somit, dass die Differenz zwischen , 
M'N’ — MN und dem Bogen NN’, welche wenigstens von 
der zweiten Ordnung sein musste, in der That gleich Null war. 

Denken wir uns jetzt einen-Faden, der mit der Evolute 
von irgend einem Punkte an zusammenfällt, wo er sich von 
ihr tangential trennt und sich bis zur Evolvende fortsetzt- 
Wenn man ihn abwickelt, indem man ihn immer tangirend an 
der Evolute hält, so nimmt er successive die Lage der ver- 
schiedenen Normalen ein, welche 'Tangenten an dieser Curve 
sind; und da diese Normalen genau um dieselbe Länge wach- 
sen wie der sich abwickelnde Faden, so wird immer der 
nämliche Punkt dieses Fadens sich auf der Evolvende befinden. 
Diese Curve wird also durch den Endpunkt des in der ersten 
Lage genommenen Fadens beschrieben werden. Diese Eigen- 
schaft ist es, welche veranlasst hat, den beiden Curven in Be- 
zug auf einander die Namen Evolute und Evolvende zu geben. 

201. Der Ort der Mittelpunkte der osculirenden Kreise 
einer Curve doppelter Krümmung ist keine Evolute dieser 
Curve. In der That, zwei consecutive osculirende Ebenen 
schneiden sich nach einer Gerade, welche zur Grenze die 
Tangente hat, und bilden mit einander einen unendlich klei- 
nen Winkel erster Ordnung. Die Entfernung des in der ersten 
enthaltenen Krümmungsmittelpunktes von der zweiten Ebene 
ist also ein unendlich Kleines erster Ordnung; seine Entfer- 
nung von der in dieser zweiten Ebene enthaltenen Normale 
ist aber grösser als seine Entfernung von der Ebene: folglich 
ist diese Normale keine Tangente an der Curve, welche durch 
diese beiden Mittelpunkte geht, weil dazu erfordert würde, dass 
diese Entfernung ein unendlich Kleines von einer höheren als 
der ersten Ordnung wäre. Der Ort der Krümmungsmittel- 
punkte ist daher keine Evolute, wenn die betrachtete Curve 
keine ebene ist. 
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202. Die : Evoluten einer Curve doppelter Krümmung 
haben die bemerkenswerthe Eigenschaft sich auf gerade Linien 
zu redueiren, wenn man die Polfläche in eine Ebene ausbreitet. 

Um dies zu beweisen, betrachten wir ein der gegebenen 
Curve eingeschriebenes Infinitesimalpolygon mit gleichen Sei- 
ten; was darauf hinaus kommt, dass man den Bogen zur unab- 
hängigen Variable nimmt. Durch die Mitten seiner Seiten denken 
wir uns senkrechte Ebenen, deren Durchschnitte die Kanten 
einer abwickelbaren Fläche bilden werden, welche an der 
Grenze die Polfläche wird. 

Wenn man nun aus der Mitte irgend einer Seite eine Ge- 
rade in der Normalebene zieht, so wird sie die, dieser und der 
folgenden Ebene gemeinschaftliche Kante in einem Punkte 
schneiden, der, wenn man ihn mit der Mitte der folgenden 
Seite verbindet, eine Normale zu dieser Seite giebt; und es 
lässt sich leicht sehen, dass diese beiden Normalen gleiche 
Winkel machen mit der Kante, die man betrachtet hat. 

Diese zweite Normale verlängert, wird die der zweiten und 
der dritten Normalebene gemeinschaftliche Kante in einem 
Punkte schneiden, welcher verbunden mit der Mitte der dritten 
Seite eine Normale zu dieser Seite giebt, die mit der zweiten 
Kante denselben Winkel wie die vorige Normale macht; und 
so ohne Ende fort. 

Wenn man jetzt die Oberfläche, welche alle diese Kanten 
enthält, in eine Ebene ausbreitet, so werden je zwei consecutive 
Normalen sich auf einander niederschlagen, weil sie denselben 
Winkel mit der Kante bilden, auf welcher sie sich schneiden; 
und das infinitesimale Polygon, welches die Durchschnitte die- 
ser successiven Normalen bilden, wird alle seine Seiten auf 
einer und derselben Gerade haben. Da dieses Resultat statt- 
findet bei jeder Kleinheit der Seiten dieses Polygons, so wird 
es für die Grenzcurve stattfinden, welche irgend eine von den 
Evoluten der vorgelegten Curve ist. 

Also werden bei der Ausbreitung der Polfläche in eine 
Ebene alle Evoluten der Curve gerade Linien. 

203. Bei der Ausbreitung čer Polfläche ändern die unend- 
lich kleinen Seiten, welche die Evolute zusammensetzen, ihre 
Länge nicht, also wird ein beliebiger Bogen dieser Curve die- 
selbe Länge haben vor und nach der Ausbreitung; und ebenso 
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würde es sein für jede andere auf dieser Fläche beschriebene 
Linie. Also ist der kürzeste Weg von einem Punkte zu einem 
anderen auf der Polfläche der Bogen der durch diese zwei 
Punkte gehenden Evolute, weil, indem er eine gerade Linie 
wird, er kürzer ist als jeder andere nach einer Transformation, 
welche die Längen nicht geändert hat. 

Man kann noch bemerken, dass wenn man sich einen Fa- 
den auf das durch die successiven Normalen gebildete Polygon, 
welches wir zuletzt betrachtet haben, gelegt denkt, und ihn 
längs irgend einer der Seiten bis zur Mitte der correspondiren- 
den Seite des ersten, der gegebenen Curve eingeschriebenen 
Polygons verlängert annimmt, und wenn man nun diesen Faden 
so abwickelt, dass er successive in der Verlängerung einer 
jeden der Seiten des Polygons, auf welches er gelegt ist, sich 
befindet, dass dann sein Endpunkt durch die Mitten aller Sei- 
ten des anderen Polygons gehen wird. Geht man nun zu den 
Grenzen der Polygone über, so hat man die oben durch andere 
Betrachtungen bewiesene Eigenschaft wieder. 

204. Gleichungen der Evoluten. — Bezeichnet man 
durch #°, y’, z’ die Coordinaten irgend eines Punktes der vor- 
gelegten Curve, so wird die Gleichung der Polfläche erhalten, 
indem man x’, y', z’ eliminirt zwischen den zwei Gleichungen 
der Curve und den zwei folgenden 

(2 — a) de! + (y — y^) dy! + (z — z^) de’ = Q, 

(2 — a’) de! + (y — y) dy’ + (z — 2’) de’ = det. 
Wenn man jetzt irgend einen der Punkte betrachtet, dessen 
Coordinaten x, y, z diesen Gleichungen genügen, so wird man 
von diesem Punkte übergehen zu dem Nachbarpunkte der Evo- 
lute, wenn die Gerade, welche diese beiden Punkte verbindet, 
in der Verlängerung von jener liegt, welche die Punkte 
(æt, yY’, 2’), (2, y, 2) verbindet; welches stattfinden wird, wenn 
die Differentiale dx, dy, dz proportional sind den Differenzen 
æ — æ, y — y', z — z. Hieraus würde man die zwei Glei- 
chungen ziehen l 
danii w g dy _yoy 

da ne ee A 
Aber nur eine ist nothwendig, weil die vorhergehenden 
ausdrücken, dass die Punkte (æ, y, z) nicht aufhören auf 
der Polfläche zu sein. Indem man eine von diesen zwei 
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Gleichungen mit den zwei vorhergehenden verbindet und mit 
jenen der gegebenen Curve, hat man fünf Gleichungen, zwi- 
schen welchen man x‘, y’, z’ eliminirt, wodurch man zwei 
Differentialgleichungen erhalten wird, welche einer Evolute 
entsprechen. 


Anwendung der vorhergehenden Theorien auf die 
Schraubenlinie. 


205. Bezeichnet a den Radius der Cylinderbasis und m 
die Tangente der Neigung der Schraubenlinie gegen die 
Ebene dieser Basis, so sind die Gleichungen der drei Pro- 
jectionen dieser Curve 

z . 2 

z = a c08 —, y = asin —; 22-4 y = ga. 

Die Axe der æ geht durch den Punkt, worin die Schrauben- 
linie die Ebene der Basis trifft; und, indem sie sich erhebt, 
wendet sich diese Curve von der Axe der positiven æ gegen 
die Axe der positiven y. 

Diese Gleichungen differentiirt geben 


V ns 
a An dz, ee cos- dz, f N A a aa dz, 
m ma m ma m 
ES © cos —- da2, RER A a dz?, ds = 0. 

m? a ma m?a ma 


Die Gleichung der osculirenden Ebene wird jetzt, indem man z 
zur unabhängigen Variable nimmt, 


ARa at 
z — z! = — ma sn — my cos =; 
ma Are ma 
Diese Ebene macht mit der Ebene der Basis einen Winkel, 


1 A 
dessen Cosinus Vrm und dessen Tangente m ist. Er ist 
derselbe wie der der Schraubenlinie mit derselben Ebene. 

Die Gleichung der Normalebene wird 

ie N Re A . 

ma må 
Der Contingenzwinkel, dessen allgemeiner Ausdruck ist 


v= 5 V d2 x2 -+ d?y? = d222 — d? 82, 
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wird im gegenwärtigen Falle 
DE dz 
awam VI +H m? i 
Der Winkel zweier consecutiven Osculationsebenen ist 
dz 


T are oder MV. 


Der Radius des osculirenden Kreises, dessen allgemeiner Werth 
En I ; > s £ i 
R= — ist, wird gleich a (1 -+ m?); seine Grösse ist also 


constant und übertrifft um am? den Radius der Basis. Um 
seine Richtung zu kennen, muss man den Durchschnitt der 
Normalebene mit der osculirenden Ebene suchen. Die com- 
binirten Gleichungen geben 


zZ 
i 

z = z y = tan 
Re; un 


Also ist der Krümmungsradius beständig parallel zur Ebene 
der Basis und trifft die Axe des Cylinders. Der Mittelpunkt 
der Krümmung bewegt sich folglich auf einem Cylinder, wel- 
cher dieselbe Axe wie der erste und zur Basis einen Kreis 
hat, dessen Radius «m? ist. Er beschreibt also auf diesem 
Cylinder eine Schraubenlinie, deren Weite dieselbe ist wie die 
der vorgelegten Schraubenlinie. 

Man wird dasselbe Resultat finden, indem man die Coor- 
dinaten des Krümmungsmittelpunktes berechnet. Ihre Werthe 
sind 


1 7 g É 
E N y eamhan t, E MNO e > 
a 


und man leitet daraus unmittelbar die vorstehenden Folgerun- 
gen ab. 

Bestimmen wir jetzt die Gleichungen irgend einer Kante 
der Polfläche, d. h. des Durchschnittes zweier unendlich nahen 
Normalebenen. Diese Gleichungen sind 


Br zí 
m (z — 2’) = 2 sn — — y cos — 
( ) ma Y ma’ 
z’ en 
© cos sn — = — am?. 
ma +3 MA 


Diese Gerade ist nothwendig senkrecht zur Osculationsebene, 
was man leicht vermöge ihrer Gleichungen verificirt. Da 
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sie ausserdem durch den Krümmungsmittelpunkt geht und 
senkrecht ist auf dem Krümmungsradius, so ist sie Tangente 
an dem Cylinder, auf welchem sich der Endpunkt dieses Ra- 
dius bewegt, und dessen Basis den Radius am? hat. Ferner 
ist leicht einzusehen, dass sie Tangente ist an der durch die- 
sen Endpunkt beschriebenen Schraubenlinie. In der That, weil 
sie senkrecht steht auf der osculirenden Ebene, so macht sie 


mit der Ebene der Basis einen Winkel, dessen Tangente = 


ist: aber die Schraubenlinie, welche den Ort der Krümmungsmit- 
telpunkte bildet, und deren Gleichungen wir oben gegeben haben, 
ist auf dem Cylinder beschrieben, dessen Radius am? ist, und 


u A ne i 1 
macht mit seiner Basis einen Winkel, der zur Tangente = hat. 


Also ist die Kante der Polfläche Tangente an dieser Schrau- 
benlinie, und die Polfläche ist die abwickelbare Schraubenfläche, 
deren’ Wendungscurve diese Schraubenlinie bildet. 

Man weiss aber, dass die Subtangente einer Schrauben- 
linie auf der Ebene ihrer Basis gleich ist dem Bogen dieser 
Basis vom Anfange der Schraubenlinie an bis zur Projec- 
tion des Berührungspunktes. Also ist die Spur der Polfläche 
auf der Ebene (xy) die Evolvende der Cylinderbasis mit dem 
Radius am?2. 

Will man die Gleichung der Polfläche haben, so muss 
man 2’ eliminiren zwischen den beiden Gleichungen 


g’ pa 
m z — 2) = asin y cos —-, 
( ) ma Y ma 
2! BE A 
æ cos —" sn — = — am?. 
ma N Y ma 


Indem man die Quadrate dieser Gleichungen addirt, erhält 
man 

m? [(z — + am] = wt y; 
substituirt man nun in der zweiten, so findet man die gesuchte 
Gleichung, welche ist 


© cos (A ER 1) 
mt a? 
PI A VER MA 
+ ysin (2 F mt a? ER 
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Die Spur dieser Fläche auf der Ebene (xy) hat zur Gleichung 


g? 2 3 æ? 2 
so V ERE i Fyon = am. 


Diese Curve ist die Evolvende des Kreises vom Radius am?, 
und sie fängt an in dem Punkte dieses Kreises, welcher auf 
der Axe der x und auf der Seite der negativen æ liegt; was 
mit dem oben bewiesenen Satze übereinstimmt. 

Da eine Schraubenlinie ihre beiden Krümmungen gleich 
denen irgend einer Curve in einem Punkte derselben haben kann, 
so wird ihre Osculation von einer höheren Ordnung sein als 
die des Kreises; sie würde also eine genauere Idee von der 
Curve geben, mit welcher man sie vergleichen würde. Die 
beiden Constanten m und a würde man bestimmen, indem man 
ihre beiden Krümmungen denen gleichsetzte, welche die gege- 
bene Curve in dem betrachteten Punkt hat. 
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206. Jede neue Operation giebt Veranlassung zu der 
umgekehrten, in welcher man zur Gegebene das Resultat der 
ersten und zur Unbekannte eine ihrer Gegebenen nimmt. Die 
Differentiation odier die Operation, durch welche man das Dif- 
ferential oder die Ableitung einer Function bestimmt, führt 
also natürlich zu der Aufsuchung der Function, von welcher 
man das Differential oder die Ableitung kennt. Diese letz- 
tere Operation wird Integration genannt. 

Zunächst muss gezeigt werden, dass diese Aufgabe immer 
eine Lösung zulässt. 

Es sei F(x) da das vorgelegte Differential; es handelt 
sich darum, zu zeigen, dass, was auch die Function F (æ) sei, 
immer eine andere existirt, welche zur Ableitung F'(x) oder 
zum Differential #'(x) dx giebt. Dies lässt sich auf eine sehr 
einfache Weise durch geometrische Betrachtungen darthun. 

In der That, denkt man sich die Curve, deren Gleichung 
ist, so wird die zwischen einer festen und einer variablen, der 
Abscisse x entsprechenden Ordinate liegende Fläche eine Func- 
tion von æ sein, die ausdrückbar sein kann oder nicht ver- 
möge der elementaren Functionen, welchen man besondere 
Namen beigelegt hat. In der Differentialrechnung wurde aber 
bewiesen, dass die Ableitung dieser Fläche nach der variablen 
Abscisse æ die Function ist, welche die Ordinate der Curve 
ausdrückt; also ist die Fläche der durch die Gleichung 

y= F 
12* 
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gegebenen Curve eine Function, welche zur Ableitung F (£) und 
zum Differential F (æ)dæ hat. 


Die Aufgabe hat also immer eine Lösung, und man sieht 
leicht, dass sie unendlich viele hat; denn addirt man irgend 
eine von æ unabhängige Grösse zu einem Ausdrucke, welcher 
der Aufgabe genügt, so hat man einen neuen Ausdruck, der 
ebenso genügt, weil die Ableitung der Constante Null ist. 


Da wir ferner bewiesen haben, dass zwei Functionen, 
welche dieselbe Ableitung haben, nur um eine Constante ver- 
schieden sein können, so wird man die allgemeinste Function 
erhalten, welche eine gegebene Ableitung hat, indem man eine 
willkürliche Constante addirt zu irgend einer besonderen Func- 
tion, welche diese Ableitung hat. 


207. Bestimmte Integrale. — Bezeichnen wir durch 
f (æ) die Function, deren Ableitung F (æ) ist. Lässt man die 
Variable von einem besonderen Werthe a zu einem beliebigen 
Werthe » übergehen, zwischen welchen diese Functionen stetig 
bleiben, so erleidet die Function f (x) den endlichen Zuwachs 
/(&) — f(a), welchen man betrachten kann als identisch mit 
der Summe der unendlich kleinen Incremente, welche die 
Function successive erhält, wenn man von a zu æ übergeht 
durch eine unbegrenzt wachsende Anzahl von Zwischenwerthen. 
Aber nach der Definition der Ableitung ist die Einheit die 
Grenze des Verhältnisses zwischen dem Product F (x) dæ und 
dem, aus dem Increment dæ der Variable hervorgehenden In- 
crement von /(x), welchen Werth von æ man auch betrachtet; 
folglich kann man diese unendlich kleinen Grössen mit einander 
vertauschen, und die Grenze der Summe der Producte F(x)dæ 
wird gleich sein der Summe der Incremente von f(x), welche 
/(®) — f(a) ist. Somit hat man den allgemeinen Satz, dass 
die Summe der Producte einer beliebigen stetigen Function in 
das Increment der Variable, wenn diese Variable durch alle 
Werthe zwischen ihrem ersten und ihrem letzten geht, immer 
eine Grenze hat, welche gleich ist der Differenz der Werthe, 
welche für die extremen Werthe von æ eine Function annimmt, 
die zur Ableitung die erste hat. Diese Grenze wird ein be- 
stimmtes Integral genannt; wir werden sie so bezeichnen: 
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fræ Aai 


Q 

Umgekehrt kann das endliche Increment irgend einer 
Function betrachtet werden als die Grenze der Summe der 
Producte ihrer Ableitung in das unendlich kleine Increment 
von æ, wenn man diese Variable durch alle Werthe zwischen 
ihren extremen Werthen gehen lässt. 

208. Nützlich ist die Bemerkung, dass man in jedem der 
Producte F (x) dæ statt x jeden Werth nehmen kann, der sich 
davon um eine unendlich kleine Grösse unterscheidet; denn die 
Grenze des Verhältnisses der correspondirenden Elemente wird 
die Einheit sein, weil F (æ), und folglich F (e) dæ, sich um 
eine gegen es selbst unendlich kleine Grösse geändert haben 
wird. 

Man könnte selbst statt des Factors dæ eine Grösse neh- 
men, welche davon um ein unendlich Kleines einer höheren 
als der ersten Ordnung verschieden wäre, weil die Grenze 
des Verhältnisses der correspondirenden Elemente immer die 
Einheit sein würde. 

Auch ergiebt sich hier ein schon bewiesener Satz, dass 
nämlich zwei Functionen, welche dieselbe Ableitung haben, nur 
um eine Constante verschieden sein können, d. h. um eine von 
der Variable unabhängige Grösse. In der That, die Zunah- 
men, welche sie respective annehmen, wenn x von irgend einem 
Werthe zu irgend einem anderen übergeht, werden dieselben 
sein, denn sie sind Grenzen identischer Summen: also ist die 
Differenz der beiden Functionen dieselbe, was auch æ sei. 

209. Die allgemeinste Function, welche zum Differential 
einen gegebenen Ausdruck F (x) dx hat, wird das unbestimmte 


Integral von F(x)dx genannt und durch /F(«) d« bezeich- 


net. Sie ist gleich einer willkürlichen Constante plus irgend 
einer besonderen Function, welche zum Differential F(s) dæ 
hat; sie kann daher ausgedrückt werden durch 


"i F(a) dæ + 6, 


To 
wo æ irgend ein besonderer Werth von x und C eine willkür- 
liche Constante ist. Man hat also im Allgemeinen 
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fræ Ee [ro Ye Sn: 


Wenn man eine F ER p(x) kennte, deren Ableitung 
F«(&) wäre, und welche nicht aus der Summe der Werthe von 
F(x) dæ zwischen zwei Grenzen x, und x resultirte, so würde 
man immer die allgemeinste Auflösung der Gleichung haben, 
indem man zu ihr eine willkürliche Constante addirte. Das 
unbestimmte Integral würde also gegeben sein durch die Glei- 
chung 


fræ de = p(e) + C. 


210. Kennt man das unbestimmte Integral von F (æ) dæ, 
und will man das bestimmte Integral zwischen den Grenzen «a 
und b finden, so wird man zuerst dasjenige bestimmte Integral 
suchen, dessen Grenzen a und ein beliebiger Werth von æ sind: 
dieses ist in dem allgemeinen Integrale (s) + C enthal- 
ten, weil es die Eigenschaft besitzt F(x) zur Ableitung zu 
geben. Man wird also haben 


fræ dæ = g (4) + C; 


aber C ist nicht mehr willkürlich, weil das erste Glied dieser 
Gleichung Null wird für x — a, und man also haben muss 
g(a) + C = 0; folglich C = — ọ (a), 


und 
fræ de = p(#) — ọ (a). 


Wenn man jetzt œ — b macht, so hat man das verlangte be- 
stimmte Integral 
b 4 

ro dæ = p(b) — ọ (a), 

7 
was mit Dem übereinstimmt, was wir oben gesehen haben, 
nämlich dass die Differenz der Werthe irgend einer Function, 
welche zwei Werthen a und b von x entsprechen, die Grenze 


ist von der Summe der Producte ihrer Ableitung in das In- 
crement der Variable. 
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Verschiedene Integrationsmethoden. 


211. Unmittelbare Integration. — Wenn man in dem 
zu integrirenden Ausdruck das Differential einer bekannten 
Function erkennt, so braucht man nur zu dieser Function 
eine willkürliche Constante zu addiren, um das verlangte allge- 
meine Integral zu haben; und es. ist gut zu bemerken, dass 
wenn man ein Differential mit irgend einer Constante multi- 
plieirt, das Integral dann mit derselben Zahl sich multiplicirt 
findet. Indem man also zunächst die Differentiale aller ein- 
fachen Functionen betrachtet, bildet man eine erste Samm- 
lung von unbestimmten Integralen, welche in folgender Tafel 
enthalten ist: 

ga 


dart — (m+-1) ar de, fr da = m +6, 
dar = arlade, een fea æ =e +C, 


loge _ 1 dæ _ loga P 
dlog s = — = u ie = we +°= læ + C, 


dsinz — cosa de, fossae = sing + C, 


dcos = — sin x da, [neds =— a +c, 
da da 
d tang æ = m’ Sa use o, 
dæ da 
doga— — nn’ [aa oga Gi 
d 
dare sine = pe mo arcsin + C, 


— de — da 
d = -r E C, 
arc COS & ver rs arc cos æ + 


Tre IS = are tang © + O, 


dare cotg 2 = 


PED TF a = arcootg e + C. 


Wir bezeichnen hier durch x eine beliebige Variable, welche 
eine Function einer anderen Variable sein kann. Mit 
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anderen Worten, man kann æ mit irgend einer Function ọ (æ) 
in allen den vorstehenden Formeln vertauschen. So giebt 
z. B. die erste 

au RR p( amt 
fioo do (a) = E ET +6. 


212. Es ist eine Bemerkung zu machen über die Formel 


am-+1 
Sie wird illusorisch für m — — 1. In diesem Falle ist das 
Differential “2; und sein Integral læ- C ist nicht mehr alge- 


braisch, und würde also in der That nicht mehr durch den 
amt 
m- 1 

Da jedoch die Formel richtig ist, wie nahe m an — 1 
heranrücken mag, so kann man aus ihr den Ausdruck her- 
. leiten, welcher sie in diesem besonderen Falle zu ersetzen 
hat, indem man m gegen die Grenze — 1 convergiren lässt, 
und die willkürliche Constante so wählt, dass das Resultat 


gegen eine endliche Grenze convergirt. Hierzu genügt es, 


dass man das zweite Glied auf die Form Er ae 


-+ C geliefert werden können. 


algebraischen Ausdruck 


bringt, und der erste Theil nimmt nun für m — — 1 die Form g 
an, während C, eine willkürliche Constante ist; man hat also 
beständig 
amti — amti 
am da = =———— C 
F A m + 1 ah. 
Der erste Theil, welcher 0 wird, wenn man m = — 1 setzt, 
hat eine bestimmte Grenze, welche gleich læ — la ist; und 
macht man jetzt ©, — la = (’, so hat man 


Se de = le +0, 
was mit der dritten Formel der vorigen Tafel übereinstimmt. 


213. Integration durch Zerlegung. — Das Differen- 
tial einer Summe von Functionen ist die Summe der Differen- 
tiale dieser Functionen: es folgt also, dass man das allgemeine 
Integral einer Summe von Differentialen haben wird, indem 
man die Summe ihrer Integrale nimmt und eine willkür- 
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liche Constante addirt, wenn man nicht schon in den einzelnen 
Integrationen Constanten beigefügt hat: 

Man wird daher einen Differentialausdruck integriren kön- 
nen, wenn man ihn zerlegen kann in mehrere andere, deren 
Integrale man kennt. Manchmal wird die Zerlegung nur an- 
gewandt um auf einfachere Ausdrücke zu führen, welche man 
nachher durch andere Verfahrungsarten zu integriren sucht. 

Die Zahl der Theile, in welche man die gegebene Func- 
tion zerlegt, kann unendlich sein; dies ist der Fall, wenn man 
sie in eine Reihe entwickelt: man muss dann immer die Summe 
der Integrale der verschiedenen Glieder nehmen; man hat aber 
Rücksicht zu nehmen auf die Convergenz der Reihen, worauf 
wir später zurückkommen werden. 

214. Integration durch Substitution. — Hat man 
F (x) d«® zu integriren, und setzt z = ọ (2), also de—=p’(z)dz, 
so wird der gegebene Ausdruck F[ọ (2)] p(z)dz; und die 
Grenze der Summe der Werthe dieses Ausdrucks wird dieselbe 
sein wie die Grenze der Summe der Werthe von F(«) de, 
wenn die extremen Werthe in diesen beiden Summen cor- 
respondiren. Man wird also haben 


[r@ de = [FI] #@ dz, 
wenn nur 2, und z, bestimmt werden durch die Gleichungen 
to = P (2%); ®t =p). 
Hieraus schliesst man, dass das unbestimmte Integral Pa FKa)da-+-C 


ersetzt werden kann durch 


[FONO d + ec. 


Man kann sich davon auch überzeugen, indem man be- 
merkt, dass die Function, deren Ableitung nach x F(«) ist, 
zur Ableitung nach z 

F (w) gi (2) oder F[p(@)] p'e) 
haben muss. 

Die Aufgabe ist also darauf zurückgeführt, eine Function 
zu finden, deren Ableitung nach 2 die Function Z’[p(2)]p’(2) sei. 


www.rein.org.pl 


— 16 — 
Da die Relation æ = ọ (2) willkürlich ist, so gelingt es 


häufig sie so zu bestimmen, dass die zweite Integration ein- 


facher wird als die erste. 
z 


So wird z. B. fre+ a)dæ, indem man @-+a=y setzt, 


z-+-a 
J F (y) dy; 
xota 
oder, indem man den Buchstaben y mit æ vertauscht, 
ca 
F (a) da; 


zot+a 
man hat also 
2 x--a 
[r«+ a) de = [Faae. 
zota 
Wenn man x = ay, also dæ — ady setzt in dem Inte- 


grale Sn m z> so hat man 
dæ 1 1 
Is ME g lH anav a =7 arctang y+ C= L are tang “4C. 


Es sei jetzt 


d 
Sr æ + a? = y?, æde = ydy, 


so hat man - 
ade 
SiS Et iio yi = Vz 2 
JS EL 
Hier folgen noch einige Beispiele: 
fe Fe)de, ey, #damdy; fe Fe) da =f F) dy, 
feos ® F (sine) de, sing =y, Jeos & F (sinx) dæ = f F (y)dy, 


[rw®, wi; de —ay, fra == f Fod. 


215. Theilweise Integration. — Die Formel 
d(uv) _ dv du 
da ~ “da Bi da 
giebt 
Judo = uv — fo du j 
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und führt die Auffindung des Integrals fudv zurück auf die 


von T vdu. Man kann nun häufig die Function F (æ), 
welche unter dem Integrationszeichen steht, in zwei solche 
Factoren zerlegen, dass der eine ein bekanntes Differential ist 
und das Integral, zu welchem man durch diese Verfahrungsart 
geführt wird, einfacher ist als das erste. Diese Methode heisst 
theilweise Integration. Es sei z. B. fe cos æ dæ, so wird 


man cosæ dæ für das Differential dv nehmen, und æ wird u 
vertreten; man erhält 
[x cos ® da: = Tina — [sin a dæ = æsing + cose + C. 
Ebenso 

Ser cos x dæ = an sne — mfa sna de. 
Diese letztere Integration zieht sich auf eine andere zurück, 
wo der Exponent von «x m — 2 ist und so weiter; man 
kommt also zuletzt auf fsinæ dæ oder fcosæ dx, je nach- 
dem m ungerade oder gerade ist. Wir wollen nun diese 
verschiedenen Methoden anwenden auf die kleine Zahl von 
Functionen, welche sich allgemein integriren lassen. 


Integration der rationalen Functionen. 


216. Jede rationale Function von æ kann betrachtet wer- 
den als zusammengesetzt aus einem, in Bezug auf x ganzen 
Theile und aus einem Bruche, dessen Zähler von einem nie- 
drigeren Grade ist als der Nenner; es giebt Fälle, wo nur 
` einer von diesen zwei Theilen existirt. Den ganzen Theil kann 
man immer unmittelbar integriren, und Schwierigkeit kann sich 
nur für den Bruchtheil darbieten. 

F(x) 
7@) 
rend (x) von niedrigerem Grade ist als f(s). Man wird 


) 


Es sei also 


dx das zu integrirende Differential, wäh- 


1 (2 
7@) 
Nennern die einfachen Factoren von f(x) haben; was zunächst 
erfordert, dass man die Wurzeln dieses Polynoms aufsuche. 
Nehmen wir dieselben als bestimmt an, und betrachten wir zuerst 
den Fall, wo sie alle ungleich sind; bezeichnen wir sie durch 


suchen in einfachere Brüche zu zerlegen, welche zu 
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As b, 6, ...9 A Es seien A; B; 0; „0.93 LE unbestimmte Con- 
stanten, und stellen wir uns die Aufgabe der Identität zu ge- 


nügen 
FAY A B 
Ae Hata LT 


oder, indem man mit f(x} multiplicirt, 
d) EO T 


Alle diese angezeigten Divisionen in dem zweiten Gliede geben 
ganze Quotienten, und die Unbestimmten sind in derselben 
Anzahl wie die verschiedenen Term - Ordnungen in Be- 
zug auf æ: man könnte also ihre Werthe finden, indem man 
nach der gewöhnlichen Methode die Coëfficienten derselben 
Potenzen von x in beiden Gliedern einander gleich setzte. 
Aber in dem vorliegenden Falle giebt es ein viel einfacheres 
Mittel. In der That, wenn man æ = a macht, so wird die 
Identität immer bestehen, und alle Terme der zweiten Seite 
. werden verschwinden, ausgenommen A LEL 2 . Um zu wissen 
was aus ihm wird, könnte man zuerst die Division durch æ — a 
ausführen und nachher in dem ganzen Quotienten = = a 


setzen. Aber man thut besser den Bruch E 1e nach der Re- 


gel zu behandeln, welche für die Brüche gilt, die sich auf 9 
reduciren; und man sieht nun, dass er sich auf f'(a) reducirt. 
Die Annahme v = a reducirt also die Identität auf fol- 
gende Formel 
F(a) = A f'(a); woraus A = ee ; 
und da f'(a) nicht Null ist, weil a keine vielfache Wurzel, so 
ist es immer möglich A so zu bestimmen, dass die Gleichung 
(1) stattfinde für æ = a. 
Man sieht ebenso, dass indem man nimmt 
BE _E® 
a A a Or 
der Gleichung (1) genügt wird durch æ = b, 2 = e,..., 
=l. Es bleibt hieraus. der Beweis der Identität (1) abzuleiten; 
denn allgemein ist die Bemerkung sehr wichtig, dass es nicht 
genügt, Werthe für die unbestimmten Coöffieienten gefunden 
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zu haben, wenn man nicht vorher die Möglichkeit der Ent- 
wicklung dargethan hat. Man weiss aber, dass wenn zwei 
ganze Functionen von æ gleich sind für eine Anzahl besonderer 
Werthe von x, die grösser ist als der Grad des höchsten 
Terms, sie Term für Term einander gleich sind. Also wer- 
den die beiden Glieder der Gleichung (1) identisch gemacht 
durch die für A, B, C,..., L gefundenen Werthe, weil sie 
gleich sind für die verschiedenen Werthe a, b, c,..., l, deren 
Anzahl um eine Einheit den Grad des höchsten Terms 
übertrifft. 

217. Wenn imaginäre Wurzeln vorkommen, so ändert 
sich Nichts in den vorhergehenden Schlüssen. Die Con- 
stanten, welche zu zwei conjugirten Wurzeln gehören, unter- 
scheiden sich von einander nur durch das Zeichen von V—1, 
und die beiden Brüche sind von der Form 

nV —1 MıNV-1 
2 — a — Ê a S FE a au Ga 
Will man die Imaginären verschwinden machen, so bildet man 
die Summe dieser beiden Brüche, welche sich reducirt auf 
2M(&«— ao) +2ß$ N 
= eo? +2 
Ebenso verfährt man für alle übrigen imaginären Wurzeln. 

218. Nehmen wir jetzt an, dass die Gleichung 
ungleiche und gleiche Wurzeln zusammen habe; es sei a eine 
dieser letzteren, und 

fe) = (ae — a)” p (8), 
während das Polynom 9(x) den Factor æ — a nicht mehr 
enthalten soll; setzen wir 


Fa A ah P 
a) Fr = te mt a ate a ya)’ 


oder, mit f(x) multiplicirend, 


(2) a COTATA p (20) +4 (e—a)? g (0). 
F Am (8 — a) g (2) + P(e—a)". 
Die Anzahl der Coëfficienten des Polynoms P, addirt zu der 
Anzahl der Constanten A, Ai, +; Ay-ı, ist gleich der An- 
zahl der Terme in dieser Gleichung; und es handelt sich darum, 


Ld 
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sie so zu bestimmen, dass die Gleichung eine identische wird. 
Macht man darin x = a, so erhält man 
F(à) = A p(o), 

woraus man den Werth von A zieht. Differentürt man die 
Gleichung (2) und macht nachher æ —= a, so kommt 

F (a) = Ayla) + A g(a). 
Indem man dieselbe Gleichung successive differentiirt und nach- 
her immer x —= a macht, wird man jedesmal einen neuen 
Coöfficienten einführen, und man wird so, vermöge m — 1 
Differentiationen, A, As» » +; Am-ı bestimmen können. Die 
von P(& — a)” herrührenden Glieder verschwinden alle für 
u = a. 

Suchen wir die allgemeine Formel, welche alle diese suc- 
cessiven Gleichungen darstellt, und differentiiren wir deshalb 
pmal die Gleichung (2). 

Um zu wissen was von jedem der Glieder bleibt, wenn 
man æ =— a setzt nach der Differentiation, betrachten wir das 
allgemeine Glied A, (æ — a)" ọ («). Man findet seine Ablei- 
tung von der Ordnung p nach der bekannten Formel 


PRD QRR + BD qrar +... + QR, 


worin die Exponenten von Q sid 5 Indices der Differentiation 
sind. Man erhält so 


P[@— a) g (x)] 
dar 


=n(n— 1)... (n—p+1)(s— a)” g(s) 
(8) + En 1..(np+2)(a a)" -H g(a) 


zZ n{n-1).(n-p+3)(@-a)" r?pa)+..+a-a)"pP(e). 


Wenn p grösser ist als n, so haben die ersten Glieder nega- 
tive Exponenten, und man muss sie weglassen, da ihre Coëffi- 
cienten Null sind; dies rührt davon her, dass e—a, wenn es 
mit dem Exponenten Null behaftet ist, Null zur Ableitung giebt. 

219. Sehen wir jetzt was aus dem zweiten Gliede der 
Gleichung (3) wird, wenn man darin x — a macht. Hat 
man p < n, so reducirt es sich auf Null. Hat man p = n, 
so reducirt es sich auf sein erstes Glied n(n— 1)...2.19 (a). 
Hat man endlich p > n, so muss man sich darauf beschrän- 
ken, dasjenige Glied zu nehmen, vor welchem p — n Glieder 
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stehen: denn sein Exponent ist Null, die vorhergehenden haben 
also einen negativen Exponenten und müssen weggelassen wer- 
den, wie bemerkt wurde, und die nachfolgenden: werden Null, 
wenn man æ = a macht. Das zweite Glied der Gleichung (3) 
reducirt sich also dann auf 
pP—1)...p—n-+Dypr"(a). 
Die Gleichung (2) giebt daher, wenn man sie pmal, unter der 
Voraussetzung p < m, differentürt, für æv — a, indem man 
beachtet, dass man einhalten muss bei n = p, 
(4) Fr(a)= Ag? (a) + på, pP! (a) + p(@— 1) 4ga)... 
+PrP—D...(p—nt+1) AnpPrla) +... Hp(p—1)...2.14, pa). 
Dies ist die allgemeine Gleichung, welche, indem man p alle 
ganzen Werthe von 0 bis zu m — 1 inclusive beilegt, m Glei- 
chungen liefert, woraus man successive eine jede der Grössen 
A, Ay». .5 Am-ı bestimmt. Diese Gleichungen sind die fol- 
genden: 

F(a) = Ayla), 

F' (a) = AP) + Ayla), 

F“ (a) = Ag" (a) + 2A,Yp'(a) + 2.149 (a), 

(5) (F'la) = Ayla) +3A,p"(a)+3.24,P’(a)+3.2.1A;p(a), 

Fr Ua)—Ap”—1a)-Hm-1)A,P”"%a)+-m-1)(m-2) A,p”"Ha)+.. 

+ (m— 1) (m — 2)...2.1A„-ı9(a). 
Die erste Gleichung giebt den Werth von A, und dies ist die 
einzige Unbekannte wenn m = 1; die zweite lässt nachher 
sogleich A, finden, die dritte A, und so fort bis zu A„-ı5 
und es wird niemals Unmöglichkeit eintreten, weil der Coeffi- 
cient des letzten Gliedes niemals Null ist, so dass man immer 
einen endlichen Werth für jede Unbekannte findet. 

Es bleibt zu beweisen, dass umgekehrt, wenn man für A, 
Ais... Am—ı die so bestimmten Werthe nimmt, man der Iden- 
tität (2) genügt. Diese Werthe sind gezogen aus den Glei- 
chungen (5), welche ausdrücken, dass die Annahme æ = «a 
das folgende Polynom und seine m — 1 ersten Ableitungen 
zu Null macht: 

F(a) — Ayla) — A (æ — a) Pla) — A (æ — a)? p(a)—... 

— Am (a — "TI g (2). 
Nach einem bekannten Satze ist also dieses Polynom theilbar 
durch (v — a)” und kann auf die Form P (æ — a)” gebracht 
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werden, wo P ein ganzes Polynom ist, das sich leicht finden 
lässt. Folglich sind die Identitäten (2) und (1) erfüllt. 


Man kann nun auf eine ähnliche Weise den Bruch — = 


in Bezug auf eine andere vielfache Wurzel behandeln, wenn 
o (x) eine solche enthält, und so fortfahren bis zur letzten. 


Der Bruch Fa Er wird dann in Brüche zerlegt sein, deren Zäh- 


ler unabhängig sind von æ, und deren Nenner respective nur 
einen der Factoren von f(x) enthalten, zu einer Potenz erho- 
ben, die von gleichem oder niedrigerem Grade ist als die Viel- 
fachheit dieses Factors. 

Ferner sieht man leicht, dass diese Zerlegung nur auf eine 
Weise geschehen kann; denn wären z. B. die auf die Wur- 
zel a bezüglichen Constanten mehrerer Werthe fähig, so müsste 
man sie alle finden, ob man die Rechnung zuerst für diese 
Wurzel machte, oder für jede andere. Wir haben aber ge- 
sehen, dass jede von den Constanten N ee nur 
einen Werth haben konnte. Es ist daher nicht möglich, den 
Bruch auf mehr als eine Weise in einfache Brüche von der 
vorgelegten Form zu zerlegen. 

Hieraus schliesst man, dass es für die anderen Wur- 
zeln nicht nöthig ist die Rechnungen an dem Polynom P 
und den folgenden Polynomen vorzunehmen. Es genügt, 
wenn man in den Gleichungen (5) die Grössen m, a und 
p(x) mit denjenigen vertauscht, welche sich auf jede an- 
dere Wurzel der Gleichung f(x) = 0 beziehen; denn dies 
würde man erhalten, wenn man successive mit jeder von ihnen 
die Rechnung anfinge. 

220. Die vorhergehenden Rechnungen verlangen, dass 
man das Polynom ø (x) bilde, welches der Quotient der Divi- 
sion von f(x) durch (v — a)” ist. Man kann sich dieser 
Operation überheben und @(a), P'(a),..., p”1(a) durch 
die Ableitungen der Function f(x) selbst ausdrücken: nach- 
her wird man ọ (a), @’(a) etc. in der allgemeinen Gleichung (4) 
substituiren, aus welcher die Gleichungen (5) sämmtlich gezogen 
sind. Differentiirt man nämlich beide Glieder der Gleichung 

f@) = (æ — a)” g(a), 


so reduciren sie sich auf Null für æv = a, wenn die Anzahl 
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der Differentiationen unter m liegt. Nehmen wir sie deshalb 
gleich m + p, während p irgend eine ganze und positive Zahl 
bedeutet. 

Wir brauchen hier nicht zu wiederholen was bei der Glei- 
chung (3) bemerkt wurde, und man erhält, indem man æ = a 
macht in den Ableitungen der Ordnung m + p, 

frie) = (m F p n te= Deio FTD o la); 
daher 
ER fetr a) 
PO = mFt D eF 
Die Gleichung (4) wird hierdurch 


Pla) = A—- ft? (a) 2) j 
O = d np DD mp eT 


Fr? (a) ” (a) 
I. mm... GFD 
Setzt man nun für p alle Werthe von 0 bis m — 1, so erhält 
man zur Bestimmung von A, Ay,» ., An-ı die m folgenden 
Gleichungen: 
a) 
DE et, 


ri oO 


ne ro, 
F" (a) Bayer re eo Mr rat 


i 2m—1 a) pome la) m(q 
Friad er A, En O 

221. Die vorhergehenden Rechnungen lassen sich sowohl 
auf gleiche imaginäre als reelle Wurzeln anwenden. Aber die 
Reductionen zwischen den homologen Gliedern, welche sich 
auf die conjugirten Wurzeln beziehen, geben nicht unmittelbar 
so einfache Resultate als die Art der Zerlegung, welche wir 
jetzt angeben wollen. 

Es seien œ + ß V — 1 zwei vielfache Wurzeln der Ord- 
nung m von der Gleichung f(x) = 0, so dass man habe 

So) = [ae — e} + PT g). 
Man wird setzen 
Duhamel, Dif.- und Int,-Rechnung. 13 
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pio et he‘, 
fa) (2 — &)? + B?]" [e Tn E BP os. 
Amı Gd m—1 E 
T (æ RTE a)? + B2 + g (x) ’ 
oder 


F(&) = (Aa+B)p(@)+ (A +B) [@— a) +p] y(@)+.-- 
H An-12+ Ba)? HB?" pla) e—a) p] . 

Die Anzahl der unbestimmten Coöfficienten ist, wenn man 
Rücksicht nimmt auf diejenigen des Polynoms P, gleich der 
Anzahl der Glieder, welche man links und rechts einander 
gleich setzen muss. Wir wollen aber hier allein A, B, A,, Bi, 
-s An-ı, Bm-ı bestimmen. Wenn man nun —a+ßV —1 
macht in der letzten Gleichung und in ihren successiven Ab- 
leitungen, so zerlegt sich jede der so erhaltenen Gleichun- 


gen in zwei andere wegen der V — 1; und in jede neue 
Gleichung gehen zwei neue unbekannte Coöäfficienten ein. Die 
erste Gleichung wird also A und B bestimmen, die zweite A, 
und Bi: und die mte An- und B„—- 

Dieselben Formeln könnte man auf die anderen gleichen 
imaginären Wurzeln anwenden, indem man 

a, B, m, (æ) 

entsprechend änderte. 

Man könnte ferner, wie in denr Falle der gleichen reellen 
Wurzeln, sich der Bildung des Quotienten ø (s) überheben 
und seinen Werth sowie diejenigen seiner Ableitungen, für 


æ — « + BV — 1, abhängig machen von den Werthen, welche 
bei dieser Annahme die Ableitungen von f(x) erhalten; aber 
die Formeln sind nicht so einfach wie im vorigen Falle. 
222. Kehren wir nun zurück zur Integration der Function 
F(a) 
da 
fæ) 


Die Zerlegung des Bruchs 


F(a) 
f(a) 
Verfahrungsarten führt zu der Integration von Ausdrücken, 
welche respective eine der folgenden F ormen haben: 
Ada Ada (Ax + B) dg (Ax + B)dz 
Boian Oem ayn Ae m a)i je BRE T o a e 


Untersuchen wir dieselben nach einander. 


nach den angegebenen 
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1. Der erste giebt unmittelbar 
At Al (e—a) HC. 
2. Für den zweiten findet man 
Adz A 
=ar E a Doom Se 
3. Den dritten wird man so zerlegen: 
(Ae-+B)da _ A(x — o)de ER FE de 
e-PHRTR-MHRT AFA 
Der erste dieser zwei neuen Brüche hat zum Zähler das 
Product von A in das halbe Differential des Nenners, und ist 
folglich das Differential von 


Life — a)? + p. 
Um den zweiten zu integriren wird man setzen 
2 —- e—=Bßz2, also da = fdz, 
wodurch er wird 
A« + B dz 
b "1+ 2’ 
welches das Differential ist von 
A« -+ B 
f 


arc tang z. 


Daher ; 
(Ac+B)de_ A, A+B 2—0 
(e—a tB 2 HG œ)?+ß?]+ B arc tang B +C. 

4. Was den letzten Ausdruck 
(Ax + B) dæ 
le <a) + eF - 
anbetrifft, so zerlegt man ihn so: 
A (x — «) dæ i (Aœ + B) de 
Me = aF pT Tees F T 
Der erste Theil ist das Differential von 
A 
2 (n — I) [e — o) + Bet ' 
il en zu integriren, wird 
Aca—+B dz 


man 2 — «= fz setzen, wodurch er wird Ba "(24 1jr ’ 


Um den zweiten The 


13* 
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i ~- 


d + ; 
es kommt also Alles darauf an —— zu integriren: mans 


Ges) 
hat aber identisch 
1 e C Aant a 2? 


Ery en - ern em 


also 
[etw Ser fern 


22 dz 


@ + Dr 


Nun giebt die theilweise Integration, wenn man 


RN v 2% setzt, 


2" (22 (22 + 1)" T 
2? = 
Fai TA Ve (n ur 1) Et ts Te: ’ 


substituirt man in der vorigen Gleichung, so kommt 


dz z 2n—3 dz 
lety mmer naar 
Da die Integration zurückgeführt ist auf eine andere ähn- 
liche, in welcher aber der Exponent von z2? + 1 um eine Ein- 
heit vermindert ist, so gelangt man durch Br Reihe von 


analogen Reductionen zu dem Integrale von er are welches 


ist arc tang z. Man erhält auf Epi ir die Formel 

E 1) 
(2n—3)(2n—5) 

tnan E 

i (2n—3)(2n—5)...5.3 
(2n4)(2n-6)..42 


(2n—3)(2n—5)...3.1 Bi 
+ a area td. 
Aa +B 
Zr man 


~ statt z schreibt, so erhält man das unbestimmte Inte- 


dz z 


CFI Se) 


(22+1)r-2 


Wenn man diesen Ausdruck mit multiplicirt und 


æ — 


P 


gral von 


(Aa + B) dæ 
e—a + eF 


man kennt folglich auch dasjenige der vorgelegten Function 


www.rcin.org.pl 


— 19 — 


(Ax + B) dg 
e aF eT 
Sonach kann man mit Hülfe der susäkandergigetiten Me- 
thoden jeden rationalen algebraischen Ausdruck integriren. 


Integration der irrationalen algebraischen Functionen. 


223. Wurzeln des zweiten Grades. — Es giebt nur 
eine sehr kleine Anzahl von irrationalen Functionen, welche 
man unter endlicher Form zu integriren vermag. Wir werden 
diejenigen betrachten, deren Integration mit einer gewissen 
Allgemeinheit geschehen kann. 

Wir beginnen mit den Functionen, worin die einzige Irra- 
tionale eine Wurzel zweiten Grades ist, unter welcher ein Po- 
lynom zweiten Grades steht: übrigens kann diese Wurzel mit æ 
auf irgend eine Weise rational verbunden sein. 

Da man den Coäfficienten des Gliedes mit z? vor die 
Wurzel bringen kann, so können wir das vorgelegte Differen- 
tial darstellen durch 

F(,Vatbz tg) de. 
Um diesen Ausdruck zu integriren, braucht man nur æ durch 
eine solche Function einer anderen Variable zu ersetzen, dass 
die Grössen x, dæ und Va + bæ + x? rational sind; denn 
dann kann man die vorhergehende Theorie anwenden, welche 
immer das Mittel zur Ausführung der Integration giebt. 

1. Nehmen wir an, es habe æ? das Zeichen -+ unter der 
Wurzel. Man kann setzen 


Vap bep r =z +s; 


woraus 
a + bg = 2zx +2, bdx = 2zdæ + 2rdz + 2zdz 
22 — 4 2(z22 — bz + a) 
Ed A N 
A A z2 —bz +a 
EEE 8 Seen 


Das vorgelegte Differential wird also rational durch diese 
Transformation. Man kann ferner setzen 


Va F bap a? = Va z; 


-. 


www.rein.org.pl 


— 18% — 

daraus geht hervor à 
b+ e= 2z Va + x2?, dæ — 2de Va + z2de-+ 2ezdz, 
„—22Va—b 2 Va—bz+Va 


105 , dæ = 2 aiak e SEa ae a 
nee EAL 


Das vorgelegte Differential wird auch so rational; aber diese 
Transformation würde das Unangenehme haben, Imaginären 
einzuführen, wenn a negativ wäre. 

Man kann noch eine dritte Transformation anwenden, wenn 
die Wurzeln des Trinoms a + bæ + x? reell sind; was immer 
stattfinden wird in dem Falle, wo die vorige Transformation 
nicht in reellen Grössen geschehen kann. 

Es sei 

a+ be + a? = (e — a) (æ — P), 
während œ und ß reell sind; setzen wir 
Va Hbr F e = (s — a) z, 
so folgt hieraus 
æ — ßB=(e—o) z2, dæ = z2 dæ } 2 (æ — a) zdz, 
b — az? ea La) BE PR 


eae Se ea) 
Vet ba pm ÉE, 


2. In dem Falle, wo x? mit dem Zeichen — unter der 
Wurzel behaftet wäre, würde man die erste dieser Transfor- 
mationen nicht anwenden können. Man könnte die zweite an- 
wenden, wenn «a positiv wäre. Endlich wenn a negativ wäre, 
so würden die Wurzeln des Trinoms a -+ bs — a? reell sein, 
ohne welches die Wurzel Va + bz— a? immer imaginär sein 
würde; man würde also die dritte Transformation anwenden, 
welche nur die Realität der Wurzeln des Trinoms verlangt. 

224. Man kann auch eine algebraische Function mit zwei 
Radicalen von der Form 

Vore. 943 


rational machen; hierzu wird man setzen 


V a+ =z, 
woraus 
æ = 2 —a,. dæ = 2zedz;, Vbpae= Vez +b—a. 
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Indem man diese Werthe in dem gegebenen Differentialaus- 

druck substituirt, wird derselbe nur eine einzige Wurzel zwei- 

ten Grades aus einem Ausdrucke vom zweiten Grade in z 

enthalten, und man befindet sich wieder in dem vorigen Fall. 
225. Wenden wir diese Transformationen auf einige be- 

sondere Fälle an. 
Es sei 


dæ 
Vap ba +a’ 
indem man setzt 
Va} be Fe =z — r, 


folgert man 


AR > 2(ze — x) dz 
a + ba = — 2r2 +z, a, FOES Fa 
dæ dæ 2dz 


sea Va tbat a EF oe 
daher 
Meurer 
_- |i +e + V are te] +0. 
Für b — 0 würde man finden 
[Fra e+ FB +0. 
Yarm 


226. Betrachten wir jetzt 
dx 


Vetbz— a 
und setzen wir 
Va Fbs =a = Vå + ez, 


so folgt 
— dæ FR 
b — a = 2V a p zz, Va F rz = — TFA’ 
also 


dæ Vatbe—a—Va 

a C-2arctangz = C—2arotang Y_ Hr Ze V 4 ? 
$ V abe—a? Ñ 9 ğ 

Wenn die Wurzeln des Trinoms « + bæ — x? reell sind, 

so kann man die dritte Transformation anwenden und setzen 
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Va F br — a = (s — oz, 


während 
æ? — bæ — a= (& — «) (x — P). 
Man hat zunächst a 
B—-ı=(e — a) z2, — da (1 +2) = 2 (æ — eo) zdz, 


dæ ii A 
(oz :1-+2’ 


also 


h= im = C — 2 arotang \/ E= 2 
Va + bæ — a? 2 — 0 
= C — 2are tang 7 BELA a ae ar As 
2a p EVIT ia 
Fia 2æ— b 
E eara Br, I eb 

( a En Bde 

Vb2-+4a 
In dem besonderen Falle wo b = 0, a—=1, giebt diese letzte 


Formel 


dæ 
A O mecsa— ( are sin æ. 
ji V1-—- 2 X u 
Die K Transformation würde in diesem Falle geben 
A C— 2 arc tan vie — C-aretann — = 
[Fr VE I & I V 1-22 
=C H arsina, 


welches Resultat mit dem vorigen identisch ist. 


= C — arc tang 


227. Man hat häufig Ausdrücke zu integriren von der 
Form 7 
(ax + p) da 
Vabe — az ; 
Man führt dann in den Zähler das Differential der unter der 
Wurzel stehenden Grösse ein, und zerlegt deshalb das vorge- 
legte Differential in die zwei folgenden: 


«(? — 3) de (6 +5) de 


MIERA d 


— 201 — 


Das erste hat zum Integral — «Va +bz2—.a?, und das 
zweite ist in dem vorigen Falle enthalten. 


228. Das Differential dx lässt sich auf ein- 
Va +b2— ae 


fachere Weise als durch die oben ausgeführten Transforma- 
dz 
vie 
rückführt, deren Integral are sin z ist. In der That, man hat 
dæ 


tionen integriren, indem man es auf die Form zu- 


b 
v — 1 ibi 
PREE? PCEORN ET PERASA IR +C. 
Va +bs— a b2 
& 4 + a 
229. Functionen irrationaler Monome. — Wenn man 
m p 


eine rationale algebraische Function der Grössen æ”, #%,..., 


at 
æs hat, so ist es leicht sie und zugleich dæ rational zu 
machen; man braucht nur x = 2"2--s zu setzen, so hat man 
m r 
de=ng...sz2"0-s-1dz, und alle Monome ar ,..., æ sind 
rational in z. 

230. Binomische Differentiale. — Mit diesem Namen 
werden die Ausdrücke von der Form a” (a + bæ”)? dæ be- 
zeichnet. 

Man kann immer m und n ganz voraussetzen; denn wenn 
sie gebrochen wären, so würde die in der vorigen Num- 
mer angegebene Transformation auf einen ähnlichen Ausdruck 
führen, worin die Exponenten der Variable ganz sein würden. 
Der Exponent p dagegen ist gebrochen; denn wäre er ganz, so 
würde man die Potenz von a + b x* entwickeln und dann eine 
endliche Anzahl Monome zu integriren haben. Die Zeichen 
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dieser drei Exponenten sind beliebig; aber man kann immer 
n positiv voraussetzen: wäre es negativ, so könnte man das 
Binom a + bar mit æ” multipliciren und np zu dem Expo- 
nenten von x” addiren, der dadurch gebrochen werden könnte, 
den man aber ganz machen würde durch die schon angegebene 
Transformation. Man kann also immer m und n ganz und n 
positiv voraussetzen. 


231. Zunächst wenden wir die Methode der Substitution 
an und setzen a — ba" = z, dadurch wird 
1 


1 
z — a\"r ee Er 
ak 5 ) , de= ( 5 ) dB; 


und folglich 


zm (a + bay de = (lt) " dz. 
m +1 
N 


Wenn nun eine ganze positive oder negative Zahl ist, 


so wird der Ausdruck in z nichts Irrationales mehr als das 
Monom 2? enthalten, und man wird ihn durch das in der vori- 
gen Nummer angegebene Verfahren rational machen. Ist z.B. 


r j 
p ==>, so setzt man z = t, was darauf hinaus kommt, 


gleich Anfangs a + ba” — i zu setzen. 
Der Integrabilität des vorgelegten Differentials ist man 


1 ATERS AI 
ganz ist, wie übrigens auch m und 


: m 
also versichert, wenn 


n sein mögen. 


232. Zu einem anderen Falle der Integrabilität kann man 
gelangen, indem man das gegebene Differential unter der Form 
darstellt 

amta (aa + br de. 
In der That, wendet man hierauf die allgemein gefundene Be- 
dingung an, so findet man, dass es sich integriren lässt, wenn 


m--np+1 m 
— n 


Bedingung, welche zuweilen erfüllt sein kann, wenn die erste 
es nicht ist, 


ganz ist, oder wenn 


1 3 i 
= + p ganz ist; eine 
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233. Man kann die theilweise Integration auf dasselbe Dif- 
ferential am (a+b a")? dæ anwenden, indem man a"—!(a--bar)pdx 
als ein vollständiges Differential betrachtet, dessen Integral ist 


1 
| Gp C Hieyh. 
Man erhält so 
fa (a + baryp da = famti g (q + baryp de 
R am—n-1 (a-b anp m— n+1 FR i 
Anna eT REI ann(atbanptH da. 
Aber 
am (a + barpH — agm (a + barp + bar (a + bary ; 
also erhält man substituirend 
am-ntl(a +4 banpt 
ar (ab bar) de = — I 1.27 
$ an nb (p + 1) i 
SNN a amm n TE, m—n-+ = k 

BETT fa (a-+barpda sat am (a+-baer)p da. 
Wenn man das letzte Glied der rechten Seite hinüberschafft, 
so erhält man die Formel 

m—n-H1 b ar)pt1 

ym b an Fa; (a + 
f ner b(m+np + 1) 
„ein 1) en m—n n 
AE A T amn (a + bæ da. 

Man ist so darauf zurückgeführt, ein Differential derselben Art 
wie das erste zu integriren, welches sich von diesem nur 
dadurch unterscheidet, dass der Exponent m mit m — n ver- 
tauscht ist. 

1. Nehmen wir an, m sei positiv und grösser als n. 
Indem man das neue Differential auf dieselbe Weise wie das 
. erste behandelt, vermindert man den Exponenten von æ wieder 
um n; und indem man so fortfährt, wird man nach einer An- 
zahl k von Integrationen auf das Differential kommen 

amin (a + bary de, 
und man würde die Integration sogleich ausführen, wenn man 
hätte 


(1) 


en Ye 

Dieser Weg führt also allemal zu dem gesuchten Integrale, 
wenn m -+ 1 theilbar ist durch n. Dies ist der erste Fall der 
Integrabilität, den wir erkannt hatten. 


m — kn = n — 1, oder 
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2. Wenn m negativ wäre, so würde die Formel (1) das 
vorgelegte Differential zurückführen auf ein anderes weniger 
einfaches, weil darin der Exponent des monomen Factors einen 
numerisch grösseren Werth haben würde. Aber wenn man 
aus derselben Formel den Werth des zweiten Integrals als 
Function des ersten zieht, so erhält man eine Formel, welche 
in dem Falle des negativen Exponenten die vorgelegte Inte- 
gration auf eine einfachere zurückführt. Aendert man zugleich 
m — n in — m, so hat man die nachstehende Formel: 


[mas baryp de = — re! 
2) (m — 1) a 
REN ne Sr + tarde 
(m — l)a F 
Vermöge dieser Formel erniedrigt man den Exponenten — m, 
weil man ihn auf — m + n zurückführt, und weil n immer 


positiv vorausgesetzt werden kann. Indem man so fortfährt, 
wird man zu dem Exponenten — m + kn kommen, und man 
wird integriren können, wenn man hat 


-m+kn=n—1, oder ZI —1—r. 


Diese Bedingung führt ebenfalls auf den ersten Fall der Inte- 
grabilität zurück. 

Wenn das Differential nicht in diesem Falle enthalten ist, 
so reduciren die Formeln (1) und (2) immer den ‚Exponenten 
m auf einen kleineren positiven Werth als n. 

234. Die Formeln (1) und (2) können nicht angewandt 
werden, die erste wenn man hat m-- np -+ 1 = 0, die zweite 
wenn m — 1, weil dann das gesuchte Integral verschwindet 
und die Gleichung, welche besteht, folglich nicht mehr seinen 
Werth geben kann. Aber in jedem dieser beiden Fälle ist 
eine der Bedingungen der Integrabilität erfüllt, und das Diffe- 
rential wird rational durch die Substitution, welche wir zuerst 
gemacht haben. 

235. Die Art, in welcher wir uns der theilweisen Inte- ` 
gration bedient haben, hatte zum Zweck, den Exponenten von 
æ ausserhalb der Klammern zu erniedrigen. Man könnte sie 
aber darauf anlegen, den Exponenten des Binoms (a + ba”) 
zu € niedrigen. 
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In der That, betrachtet man x” dæ als Differential, so 
findet man 


J” (a + bap dæ = er 


npb ‚mn n 1 
-a fe (a+ barp de. 


In dem letzteren Integrale kann man den Exponenten m + n 
erniedrigen ohne den Exponenten p — 1 zu ändern, durch das 
in Nr. 233 angewandte Verfahren, und man erhält so 


fr (a + br de = rn 
(3) a np a b at 4 
en ET ar (a + barp de. 
Diese Formel würde illusorisch werden in dem schon unter- 
suchten Falle, wo man hätte 
m + np + 1 =0. 


Indem man dieselbe Rechnung für das Differential 
ar (a + barp dæ 


macht, und so fortfährt, kann man um so viel Einheiten als 
man will den Exponenten von (a + bæ”) erniedrigen, in dem 
Falle wo p positiv ist, und zu einem zwischen 0 und 1 liegen- 
den Exponenten gelangen. Der Exponent des Factors x” ist 
derselbe geblieben; aber man kann ihn nachher erniedrigen, 
wie oben gezeigt wurde: und wenn das Differential nicht in- 
tegrabel wird, so wird es wenigstens so viel als möglich ver- 
einfacht sein. 

236. Ist p negativ, so zieht man aus der ‚Gleichung (3) 
den Werth des letzten Integrals, welches sich auf eine ein- 
fachere Form zurückgeführt finden wird. Aendert man dabei 
pin — p, um das Zeichen sichtbar zu machen, und schreibt 
dann p statt p 4 1, so erhält man 

| BE E an (a + bar)-rt1 
Par am (a + bar) tti de. 
Diese Formel würde nur in dem Falle wo p = 1 illusorisch 
werden. Aber dann ist das vorgelegte Differential rational, 


(4) 
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wenn nicht m gebrochen ist; und in diesem Falle würde man 
eine schon angegebene Transformation anwenden. 

Vermöge der Formel (4) kann der negative Exponent — p 
successive um so viel Einheiten als man will vermehrt werden, 
und wird darauf zurückgeführt, zwischen 0 und + 1 zu liegen. 
Nachher kann man den Exponenten von x” reduciren ohne den- 
jenigen zu ändern, welcher an dem Binom (a + bar) haften 
wird. 

237. Nehmen wir als erstes Beispiel das Differential 

am de 


Vim’ worin m eine positive ganze Zahl bezeichnet. Es 


ist immer integrabel, denn man hat 
n—- 2, = 4; 
m + 1 
ae ip 
ganz sein. Wendet man die Formel (1) an, oder integrirt 
man direct theilweise, so findet man 
$ Pda ‚elek ehr atoi am—2 dæ 
VA ens m. m VTO. 
Da der Exponent m um zwei Einheiten vermindert ist, 
so wird man, indem man dasselbe Verfahren fortsetzt, auf 


á ; Y a da da 
einen der beiden Ausdrücke kommen el a range Eraser 
je nachdem m ungerade oder gerade ist; der erste hat zum 
Integral — V1—a?, und der zweite arc sin æ. 

. Man gelangt so zu der nachstehenden Formel, wenn m un- 
gerade ist, 


T 5 A 
wenn daher = A; nicht ganz ist, so wird 


- m—1l __ 
ri. ee Wr 3 


ande _ Vi—r (m Im)... 

J Ten EAEE E E 
MIE danin dtaca: AAE 

m—2)(m—4)..-1 


Wenn m gerade ist wird man finden 


am de a. Vila Se m—l as (m=1)(m—3)=3 
f Vicp : m [i Ta E Ea a T 
(m—1)(m—3)---3 


tata en i C. . 
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Wäre der Exponent negativ und würde er durch — m 


dargestellt, so wäre die Reductionsformel folgende: 
urn. art Vl—a  m—2 (amt2de 


Via m—1 m—1lJ/ Via 
Der einzige Fall, in welchem sie nicht A aAA werden kann, 


f x = — g? 
Hierzu kann man die auf die Wurzeln des zweiten Grades be- 
zügliche Transformation anwenden und setzen 


V 1 — æ? — 1 + gz; 


ist derjenige wo m — 1; man soll dann ——=== integriren. 


woraus 
— æ = 2e +02, — de —2dz + 2æzdz + ede, 
dæ dg ab 2dz dë de 
it» Viem  1+2,Vi-a 2‘ 
Also 


I) ut os ÜTeD io 


Einfacher würde man zu demselben Resultate gelangen, wenn 


—— ds 
Vin d 
früher integrirt haben. 
238. Betrachten wir noch das binomische Differential 


= Seh welches bei den Pendelschwingungen vorkommt. 


Si. 1 ; 
man z — pa setzte, welches geben würde, was wir 


Man hat SERTER 
i 


gml (-4 — dæ 
i ande... a — amm de 
Vera -yrs 2 Vag— z? 3 


Indem man theilweise integrirt, findet man 


a(s g)da er Jd £ 
Eher V ax-a?-Hm—1)far da V ax: 


rer — ) 
? (ag — ajda 


= — mAy ay — a? Hm [I Ta 


= — qm Var—a24+ (m—1)a = -—(m—]) Re BE, ; 
V agz— V aa—a? 


www.rcin.org.pl 


— 208 — 
substituirt man in der ersten Gleichung, und reducirt, so kommt 
t an dx am VYaa—a2  (2m—1)a [f amida 
P a a ae 
Der Exponent m ist um eine Einheit erniedrigt, und wenn 


man dasselbe Verfahren auf das neue Differential anwendet 


3 - dx 
und auf die folgenden, so wird man endlich auf | ——. 
8 Vax — a2 


kommen. Dieses letztere erhält man, indem man bemerkt dass 


TE age A 
Vas — ax - ($ y Vi ==) ; 
V?-@-I V-&5 
also 
ec 


de a — 
=  ITC COS —— 
Vax — a a 


Integration der exponentiellen, logarithmischen und 
Kreisfunctionen. 


239. Wenn man das Differential F(s) dæ zu integriren 
vermag, so kann man auch die folgenden durch eine einfache 
Substitution integriren: 


F (e) e dæ, F(l«) 2, F (sin æ) cos æ dæ 


d 
F (cos æ) sinx dæ, F (arc sin «) via l 


F (are cos æ) ar, , F (arc tang x) T = PTS 


Auch sieht man, dass wenn F eine algebraische Function be- 
zeichnet, man die Differentiale 
F (e) dæ, F (sin z, cos æ) da, 
F (sin æ; sin 22, . - »y 008 83 COS Dwe i da 
algebraisch machen wird, indem man respective setzt 
e — z , sin g — Z , oder cos æ = z . 

240. Es sei jetzt vorgelegt das Differential Pz” dæ, in 

welchem z eine transcendente Function bezeichnet. 
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Wenn man setzt 


[r#=8, fe g«@=R, JRE S. 


und wenn man die durch Q, R, S, ete. bezeichneten Func- 
tionen erhalten kann, so wird die theilweise Integration 


[P 2” dæ ergeben. In der That, man hat 


dz 
N a — an n—l _—_ 
fr da == Rer -in fo Ta da, 


farm = da = Re — (n—]) ER RA dz dr, 
und so fort. Also 
[Pede =Q —nRe E n(n DS —.... 
241. Nimmt man P — 1 und macht successive z = læ, 
z = arc sing, so findet man 


Slarda—allar nlar A+Hnn—1)lr2—...tn(n—1)..2.1]+C; 
nV 1— æ? n(n—])e 


f (arcsin) de — a u (aresine)"+ÜC. 
(are sin x)? EAr 
Setzt man P — a”! und z = lv, so erhält man 


m—1l]yn =2| Be n—1 m n—2 __. 
fe læ a” læ mT + læ 


e 


Setzt man in der ersten E in der letzten dieser drei Formeln 
læ — z, so werden sie 


Jenise ie (n— a „un(n—1)..2.1]4+C, 
fr ed [r— Er a mi er I rc 


Setzt man in der zweiten arc sin æ — z, also 
æ = sin z , dæ = cos2dz, 
so wird sie 
Je cosz dz = sinz |" —n(n— 1)2"—2 + ...] 
+ cosz [ne — n (n— 1) (n— 2) F ..] + C: 
Uebrigens kann man diese drei letzten Formeln direct erhalten 


und umgekehrt aus ihnen die drei ersten ableiten. 
Duhamel, Dif,- und Int.-Rechnung, 14 
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242. Die beiden Integrale f eaz cos bæ dæ und fe“ sinbe da 


lassen sich auf einmal durch die theilweise Integration bestim- 
men. In der That, man findet sogleich 


esx cos bæ b i 
fer cos bæ dæ = E er -L = er sinbz da, 


; ear sin bæ b 
fe sin b æ de = — —— — — er ceos bada. 
a a 


Aus diesen zwei Gleichungen zieht man für diese Integrale 
die folgenden Werthe: 
k a b 
fe A T ed ad er a he xa 4 3 Z gar +C, 
fe sin ba de = T I = re ea 4 C. 


243. Man kann noch die Integrale bestimmen 
Ser e cosbade, far ea sinbade, 
indem man successive den Exponenten von æ erniedrigt. Aber 
man kann sich der oben stehenden Formel bedienen, welche 
den Werth von ri z” ea dg giebt; indem man «æ statt z und 


a + b V — 1 statt a setzt, erhält man 


fee (cos du + V-— 1 sin ba) de = 
esz (cos bæ + V= sin ba) [e Ez nan! i 
a+-bV-1 ER EEE a a! 

n(n—1)...2.1 
ec 
(a+bV — sd 
Wenn man nun die reellen Theile der beiden Glieder gleich 
setzt, sowie auch die imaginären Theile, so erhält man die 


Werthe der zwei gesuchten Integrale. 
244. Betrachten wir jetzt die Differentiale von der Form 


$ 


sina™ cos ar da. 
Setzt man sing — z, also cosg dæ — dz, so erhält man 
n—l 
zm (1 — 23) ° dz. 
Dieser Ausdruck gehört zu den binomischen Differentialen, 
m —+ 1 
2 


und ist integrabel, wenn ganz ist d. h. wenn m eine 
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ungerade ganze Zahl ist, oder wenn n eine ungerade ganze 
Zahl ist, oder wenn m + n eine gerade ganze Zahl ist. Man 
hätte setzen können cos x — z, und das Differential wäre dann 


geworden 
m—1 
- #(1-2) ’ de, 
woraus man dieselben Folgerungen gezogen hätte. 
245. Statt diese Transformationen anzuwenden, kann man 
das vorgelegte Differential direct behandeln durch die theil- 
weise Integration. Man findet so 


i sinamtleosaern!  n—l1 š 
(1) f sin 2m cos arda — —— L — [ sinaHeos ar ?dı. 
m 1 m+-1 
Nun ist 


f sin amt? cosa de — f (sin 2” cosa?) (1 — cos a?) d x 
= f sinam cosa? dæ — [sinar cos ar da ; 
durch Substituiren und Reduciren kommt 
(2) J sin am cos æ” dæ SPE RAN IE f sin. am cosar ?da . 
m-n m-n 

Wenn daher n positiv ist, so verringert diese Formel es um 
zwei Einheiten, ohne m zu ändern; ausgenommen jedoch den 
Fall wo m + n — 0, den wir später untersuchen werden. 

Vorausgesetzt -dass dieser Fall sich bis zu Ende der 
Rechnung nicht ereignet, wird man, indem man fortfährt den 
Exponenten von cos æ zu vermindern, ihn auf O oder 1 zurück- 
führen wenn er ganz ist. 

246. Indem man die theilweise Integration anders anlegt, 
wird man successive den Exponenten von sin vermindern. In 


der That, man hat 
cosartlsinzamı m-1l 


(3) f sin am cos æde = — Ka 23; a sin am cos art?de. 
Es ist aber 
[sinar cosart?de — [ (sin aem cosa) (1— sin a?) dæ 

= [sin am” cosar dx — [sinam cosarda . 
Substituirt man in der vorigen Gleichung und reducirt, so 


kommt 
singm-lcosart! , m-l 


(4) u sin a” cos arda = — FEN = ane sinam cosæ dag. 
m +n 
14* 
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Wenn man also auch hier den Fall von m -+n — 0 ausnimmt, 
so wird man den Exponenten von sin æ um irgend eine gerade 
Zahl verringern und, wenn er ganz ist, ihn auf Null oder auf 
die Einheit reduciren, ohne dass der Exponent von cos x sich 
ändert. Wenn beide Exponenten ganz sind, so wird man suc- 
cessive den einen und den andern so weit als möglich, ohne 
sie negativ zu machen, reduciren, und es wird dann einer der 
nachstehenden Ausdrücke zu integriren bleiben: 


fas; [eos a da , Ssina de, [sing cosa da , 


welche wir bald betrachten werden. 
247. Nehmen wir jetzt an, es sei m positiv, aber n nega- 
tiv und werde durch — n ersetzt; die Formel (2) giebt 


sin am sin amt! m+ 1 sin am 
—— da = —— _ Sea tw. 
cos a" (m — n) cosart! m—n,) cosa” 


Da der Exponent von cos sich um zwei Einheiten erhöht 
findet, so wird man aus dieser Gleichung den Werth des im 
zweiten Gliede stehenden Integrals ziehen, und man findet, in- 
dem man n + 2 mit n vertauscht, 


(5) sin am sin amt! 4k n= m.— 2 sin am d 
re seien mn 1 wel oide:. 
cosan i g c08 ar! n — 1 gogg? 
Diese Formel ist nicht anwendbar für n — 1. Wenn in die- 


sem Falle m ganz ist, so wird man es mit Hülfe der Formel 
(4) erniedrigen, und zu 


sin æ da 
T dæ oder i 
cos æ cos & 
gelangen, Ausdrücke welche wir bald integriren werden. 


248. Ist dagegen n positiv und m negativ, so schreiben 
wir — m in der Formel (4); sie wird dadurch 


cos a” cos art! m-+1 cos a” 
- uw TE TEREN EEE 1 = Zar ur d . 
sin am (m — n) sin amt m—n) sinamt 


Der Exponent von sinw ist um zwei Einheiten grösser, man 
wird also den Werth des Integrals im zweiten Gliede aus- 
drücken, und man erhält indem man m statt m + 2 schreibt, 


(6) COS ar cos amt mn? er cos ar 
) 


dæ = gri EEE N AT r 
sinam (m — 1) sin am sin ud 
Diese Formel ist unanwendbar für m — 1; aber dann wird 
man, indem man den Exponenten von cosæ erniedrigt, wenn 


www.rcin.org.pl 


— 213 — 


er ganz ist, zu einem der Ausdrücke gelangen y ; 
sin 


dæ 
oder f R 
./) sin® 


249. Nehmen wir endlich an, es seien m und n beide 
negativ, und ersetzen wir sie durch — m und — n. Die For- 
mel (2) wird 


dæ — 1 n-i dg 
fz sinam cosar (m+n) sin alcosan ti Fa mn) sina” cosart? ’ 
- oder, indem man den Werth des zweiten Integrals daraus ent- 
nimmt, a n + 2 mit n vertauscht, 
7 1 m4n—2 f da 
( se sin a cos a” 1)sin amicos a" at n—l j sinancos ow? 


Auf gleiche Weise zieht man aus der Formel (4) 


da 1 m--1 dæ 
F sin a” cos a" (mn) sin rer u F sin amt? 008 ar . 
Entnimmt man hieraus das letzte gen und schreibt m statt 
m -+ 2, so kommt 


8 EIER | m+n—2 de 
af a aa t m—1.) sinam-2cosar' 
Mit Hülfe der Formeln (7) und (8) wird man die Expo- 
nenten von sing und cos um die grösstmögliche gerade Zahl 
vermindern. Eine Ausmahine tritt nur ein für den Fall von 
m — 1l oder n — 1, und alsdann gelangt man, unter der Vor- 
aussetzung dass m und n ganz sind, zu einem der Ausdrücke 


de dg da 
sin a cosg’ sin £ cos æ` 


250. Durch Zusammenfassen der besonderen Fälle, zu 
welchen man durch die Anwendung dieser Verfahrungsarten 
geführt wird, sieht man, dass man immer, wenn die Exponen- 
ten ganz sind, auf eine der folgenden Integrationen kommt: 


sin æ 
fa. BR Jrinzda, Ssineooseda, fi BE dt, 
cosa dæ dæ sin am cos. a™ 
Ei aeS dæ, de 
sin æ singæcosæ’ J sing’ J cos®’) cosa” sin am 

Die sechs ersten erhält man unmittelbar, sie haben respective 
zu Werthen 
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fdisk tt C, Seos« da = sinz + C, 


sin g? 


[nede =— ose + 6, sine oosa da = 5 +C. 


In den zwei folgenden ist der Zähler das Differential des 
Nenners, wenn man vom Zeichen absieht. Also 


[EEE -iowa 6, SE Sline. 


COs & 
2 dæ * ; s 
Den nächsten Ausdruck ——— integrirt man, indem man 
sin © cos æ 
seine beiden Glieder durch cos æ? dividirt; er wird dadurch 
A 
; dæ 
cos æ? d tang æ 
— -nE — Itange + C. 
Sn v tang & 
cos & 


d EE ; í ; 
Der folgende = wird integrirt, indem man seine beiden 
Glieder dividirt durch (cos } æ)?, nachdem sin æ ersetzt ist durch 


Be z 
2 sin — cos —; er wird 


2 2 


& 


dz > 
cos (5) dtang — 
ni I J = ltang F +C. 


sın — tang 5 


2 


£ 
cos — 


2 
Auf dieses letztere führt man das Integral T Zr zurück, in- 
s 


dem man bemerkt dass 


a d( 5 — x l 
nr en 


=ltang (F+3)+C- 
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251. Es bleiben nur noch die zwei Ausdrücke zu integri- 


sin a” cos am i i y 
ren dæ und —— dæ, welche in einander übergehen, 
cos &” sm x” 
T 
wenn man æ mit gz? vertauscht. 
Die Formel (1) wird, wenn man n negativ und gleich — m 
nimmt, 


tang amt 
$ tang a dæ — ET F tang amt? da , 
m 1 


und hieraus zieht man, indem man m statt m + 2 schreibt, 


' aml 
fiw eO — mr e finga de. 
Mu 


Fährt man fort den Exponenten um zwei Einheiten zu vermin- 
dern, so gelangt man zu fàs oder P tang æ dæ, welches vorher 
; 3 2 i F sin £ 
bestimmt worden ist, weil es nichts Anderes ist als ri kea 42: 


Ebenso würde man gefunden haben 


cotg am 
fos A a A e Sn S — fooga de. 
m — 


Diese Formel führt entweder auf fdæ oder auf fcoige de, 


$ cos æ 
welches wir bestimmt haben, als wir F - dx suchten. 
sin æ 


252. Durch Anwendung der vorhergehenden Principien 
auf die Bestimmung der Integrale 


fsi sinar da, S cos rn de, F m an de, 


cotg ar da 
Ri I f Jan sin a? J c08 a 


findet man, 1. für n gerade: 
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255. Bemerken wir, dass es zuweilen einfacher ist die 
da 


Differentiale von der Form dadurch zú reduciren, 


sin an cos am 

dass man sie ein- oder mehrmal hintereinander mit sing? cos æ? 
dæ 

sin £? cos æ? 


da en 
wovon das Integral ist tang æ 


multiplicirt, was ihren Werth nicht ändert. Z. B. 


dæ 
eht über in -—- -— 
8 08 #2 sin 02 ’ 


— cotgæ +- g. : 

Bemerken wir ferner, dass man zuweilen mit Vortheil die 
Potenzen des Sinus und Cosinus ersetzen kann durch ihre Ent- 
wicklungen in lineare Functionen der Sinus und Cosinus der 
Vielfachen von s. 

Wir schlicssen mit der Integration zweier oft vorkommen- 
den Ausdrücke. 

i dæ ; I: 

Der erste ist — — — ——  — Man integrirt ihn, 

a + b cosg? + c sina? 


indem man setzt tang æ — z, und man erhält 


ee en G 
Vatb)aro aft 

Wenn a + b und a + c nicht dasselbe Zeichen haben, so geht 

dieser Ausdruck in einen Logarithmen über. 


Aa dæ : ; 
Der zweite st ——=——— ; er wird auf den ersten zu- 
a -+ b cos æ 
X a $ eN? RE 
rückgeführt, indem man cos æ durch (c05 di (sin 57 er- 
2 æ ; 
setzt, und dann wird man tang iia setzen, 


Integration durch Reihen. 


254. Wenn man ein Differential F (æ) dæ nicht genau in- 
tegriren kann, so. kann man sich die Aufgabe stellen sein Inte- 
gral in eine Reihe zu entwickeln; und hierzu wird man zunächst 
die Function F (x) entwickeln. Es sei also 
0) F(a) = w Fn Fa F. nH: 
und nehmen wir an, dass diese Reihe ragt. sei, ohne 
welche Bedingung sie keine Function ersetzen könnte, 
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Es sei s, die Summe der Glieder bis zu u, inclusive und 


r„ der Rest der Reihe, welcher mit wachsendem n gegen Null 
convergirt. Man hat 


A) Ehre. 
Integriren wir die beiden Glieder dieser Gleichung zwischen 
zwei ae Werthen 2o po BO riie. wir 


[rw fnis fnas: 


und weil PS gegen Null convergirt, so convergirt auch 
x 


fe dx gegen Null; also 


(2) frounsi fü +f u da +.. 


oder, pas man X init x vertauscht, 


fro dt = a 


To x 
Offenbar wird die Gleichiung bestehen, wenn man die unbe- 
stimmten Integrale nimmt,, 


SF) dæ = fw dæ +- 

255. Wenn die Reihe (1) nicht convergent wäre für die 
Grenze X, so könnte man fürchten, dass die Formel (2) un- 
richtig wäre; wir wollen aber zeigen, dass sie noch besteht, 
wenn sie nur convergent ist. In der That, sie ist bewiesen 
für jeden Werth von æ zwischen æ und X; d.h. man hat für 
diese Werthe 


frou = fu da +...+ a R 


Nun ia die Grenze dir Summe der Glieder auf der zweiten 
Seite eine bestimmte und continuirliche Function von x, weil 
die Reihe der Integrale als convergent vorausgesetzt ist, selbst 
für den Werth X. Wenn man daher x gegen X convergiren 
lässt, so wird jedes von den beiden Gliedern der Gleichung 
gegen eine Grenze convergiren, und diese Grenzen können 
nicht ungleich sein. Folglich 
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x {ý x x 
[ro as = [was + w dæp.... 


Denselben Beweis würde man für die Grenze x, und selbst 
für jeden Zwischenwerth führen, für welchen die Reihe (1) 
aufhören würde convergent zu sein, ohne dass die Reihe der 
Integrale aufhörte es zu sein. 

256. Die Function F(x) kann oft auf viele verschiedene 
Arten in convergente Reihen entwickelt werden: man wird 
diejenige wählen, welche am besten der Aufgabe zusagt. 
Wenn man sie nach der Formel von Maclaurin entwickelt, 
so hat man 


R x2 am 
F(2)=F 0) + F 0) s +E O HHO amt 
und folglich 


(8) fræ de = C4 F(0)x + F‘(0) tt 
m--1 
kh E E TT Be 


Man erkennt leicht, dass dies zweite Glied nichts Anderes ist 
als die Entwicklung von T F(x) dæ nach der Formel von Mac- 
laurin: C repräsentirt den willkürlichen Werth dieser Func- 
tion für 2 — 0. 

Will man den Fehler kennen, der begangen wird, indem 


man bei irgend einem Gliede F”— (0) I 5 x in der Reihe (8) 
: rt) ar 
stehen bleibt, so braucht man nur 1826.50 zu multipli- 


ciren mit der Ableitung der Ordnung (n + 1) von der Func- 
tion SF@) dx, indem man in dieser Ableitung dem x einen Werth 
0x zwischen 0 und & giebt. Dies ist die bekannte Regel für 
die Maclaurin’sche Formel, von welcher die Gleichung (3) 
die Anwendung auf fF (w)dæ ist. Bezeichnet man also durch 


k den grössten Werth von F”(x) wenn æ von O bis æ geht, 


so ist der Fehler, den man durch das Abbrechen der Reihe 
í . Y kart! 
mit dem Gliede, welches æ” hat, begeht, kleiner als 12.0). 
s 
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257. Man könnte die Function f F (x) dæ durch die For- 
mel von Joh. Bernoulli entwickeln, welche für irgend eine 
Function y giebt 

i dy æ? dy æ dèy 
re Tat Tee 
worin yọ der Werth von y für æ — 0 ist. Setzt man 


y zaif F (a) dæ und Yo = C, 


so erhält man 
g? EN 
(4) ji F(a) da = C+ 2 Pla) — EP OH OÀ) 


Man wird dieselbe Formel finden, indem man das Differential 
F(x) dæ theilweise integrirt. In der That, man erhält suc- 
cessive: 


Fe) da = N — fa F' (2) de, 
en de = 73 t fa F(a da, 


x3 
r, 44 i 
Pe AT F Ir” A E 


Wenn, indem man diese Integrationen unbegrenzt fortsetzt, 
das letzte Integral gegem Null convergirt, so erhält man, indem 
man die Substitutionen macht und die willkürliche Constante 
hinzufügt, 


fro de=C+ F(a) — Fl) + a O 
welches die Formel (4) ist. 

258. Wenn die Function F(x) das Product mehrerer 
Factoren ist, so kann man sich darauf beschränken, dass man 
einen von ihnen in eine Reihe entwickelt, wenn nur die ande- 
ren Factoren multiplieirt mit den verschiedenen Gliedern dieser 
Reihe integrabele Producte geben. 

Es sei z. B. vorgelegt das Differential 

dæ 
TEPE E ra y i 


welches bei der Bewegung des Pendels vorkommt. Man kann 


1 
(1— ba)? entwickeln, wenn man bg < 1 voraussetzt, von 
den Zeichen abgesehen, und man erhält 
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b -3 1 1.3 b2 x2 3 
(1 — ba) ’=1+562:+57 +5 ; Ê Bt. 


Indem man diese Entwicklung in dem a Differential 
substituirt, erhält man Glieder zu integriren von der Form 


ul 


am da 
V ag — z i 
ein Ausdruck, den wir in der Theorie der binomischen Diffe- 
rentiale integrirt haben. i 
259. Die Integration durch Reihen kann dazu dienen, die 
Entwicklungen der Functionen zu geben, deren Ableitungen 
man zu entwickeln vermag. 


So z. B. ist von arc sin æ die Ableitung a , deren 
=g 


Entwicklung ist 


1 1. .:8 1.3.8 
keit art 


daher 
1 z8 1.325 5 æt 
arc sin g = C Ẹ-# z ae ae a Fu 


Aber man muss bemerken, dass man voraussetzt, da die Wur- 
zel positiv genommen wurde, dass der Bogen und der Sinus 
in demselben Sinne varüren. Die Formel ist deshalb nicht 


anwendbar auf Bögen zwischen 5 und x, aber wohl auf die 


Bögen zwischen 0 und + rd ebenso passt sie für die Bögen 


zwischen 0 und — 5 . Folglich wird ihr genügt werden, wenn 
man darin æ — 0 macht, und folglich muss C Null sein; man 
hat also 


1.3 1.3.5 1.2.0 
arc sin s = & + F E Ana 12735 = Er a 


7 ; 1 à 
Die Entwicklung von T ist nicht mehr convergent für 
l — x? 


æ — 1; weil aber die Reihe der Integrale nicht aufhört es zu 
sein, so stellt die vorstehende Formel arc sin x auch für 
æ = 1 dar. Für diesen besonderen Werth hat man 


www.rcin.org.pl 


7 1:21 149 RR 
Eh ic ah re, a A E an 
Aber diese Reihe convergirt zu langsam, um x daraus zu be- 
rechnen. 
260. ` Ebenso erhält man die Entwicklung von arc tang <, 
1 
ir 
Wenn man x < ] voraussetzt, so muss man nach den 
steigenden Potenzen von æ entwickeln, damit die Reihe con- 
vergent sei, und man erhält 


1 
mar re aa a a RA 


indem man die Ableitung davon, 


er) entwickelt. 


also 
de «3 «5 æ 

Jif Aa T, E ESE 
Da der Bogen Null wird mit seiner Tangente, so hat man 
C = 0, und 

g? g5 g 

arc tang s = 8—7 tgo g7 te 

Wenn dagegen «>1, so hat man, indem man nach fallenden 


Potenzen von æ entwickelt, 
1 1 1 2 


daher 
1 1 1 1 
pro tang a = C1 ta Tat Tan 
Die Constante ist Si weil æ unendlich das erste Glied gleich 


5 macht. Also für die Werthe von æ, welche numerisch 


grösser sind als die Einheit, hat man 


x 1 1 4 
arc tng «s = ZztFZa gato 


Man muss bemerken, dass die erste Formel die positiven Bö- 


gen nur von 0 bis F giebt. Die zweite entspricht nur den 
x 


2°’ welches der grösste 


Bögen zwischen dieser Grenze und 


Werth des zweiten Grliedes ist. 
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Diese Formeln sind richtig fir æ — 1, weil sie conver- 
gent bleiben, obgleich die Reihen für die Ableitung es nicht 
mehr sind; sie geben dann | 

x 1 1 1 
7! L M -- 
261. Suchen wir noch auf diese Weise die Entwicklung 


von l (1 + x), dessen Ableitung ist ap . Wenn man «<1 
voraussetzt, so hat man 
1 

Gen ie Aa y ay EA . 

II at ae @--..:; 
daher 

dæ 22 æ wt 
Da der Logarithme der Einheit Null ist, so muss man C — 0 
nehmen, damit die Formel l (1 + x) darstelle, und man hat 


Sr u pi 
(A+9)=.—- ga ag T 
Diese Formel ist convergent für e — 1, obgleich die Reihe, 
welche die Ableitung ausdrückt, es nicht mehr ist, und ‚sie 
hört also nicht auf richtig zu sein für diesen besonderen Werth. 
Setzt man zœ 1 voraus und ordnet die Entwicklung von 
1 
l+ s 


wird, so findet man nicht mehr l (1 + x), sondern nur 


Katay l(a) oder 1(1+4)- 


nach fallenden Potenzen von x, damit sie convergent 


Uebergang von den unbestimmten zu den bestimmten 
Integralen. 


262. Wir haben in Nr. 207 bewiesen, dass wenn die Ab- 
leitung einer beliebigen Function F(s) stetig ist für alle 
Werthe der Variable von x, bis zu x, dass dann die Differenz 
F(z&) — F(&,) die Grenze ist von der Summe der Werthe, 
welche F’ (x) dæ annimmt, wenn man die Variable von «x, bis 
zu æ gehen lässt durch unendlich kleine Intervalle, welche 
durch dr dargestellt werden; woraus die Formel resultirt 
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x 

(1) fF' (æ) dæ = F(x) — F (20) . 
To 
Um also das bestimmte Integral von F” (æ)dæ zwischen. gege- 
benen Grenzen zu kennen, wenn man das unbestimmte Integral 
oder irgend eine Function F (æ) kennt, welche zur Ableitung 
F' (æ) hat, braucht man nur die Grenzen des Integrals in /(«) 
zu substituiren und das auf die kleinere Grenze bezügliche 
Resultat abzuziehen von dem auf, die grössere Grenze bezüg- 
lichen. 
Beispiele : 


1 L 
y 1 -g a aL 1 
fe u= f ra=, f lm N = 


0 


E IT Be Ede o = E 
22 —+.a? vt e RE i (e—a)? +8? p 


fe] 


$ b 
bed PET 7. dzin b adt = 
—ax y D a >t — de —n 
eos be da = -z poa? ear sin ba @tb’ 
0 0 


n 
A 24.0 a 
in.» Eak AE MAEA Ee Au atlda, 
Senn de = ren fer 
7t m 
H 1.3 (2k— 1) s 
: ERR OINERA n RN arde, 
fine da W ARRE i SA = fon: 
0 


n 
2 


ai en, wkt en aA o 
far an æ rJe — (2i | 1) (2i | 8): (2% pa 2k + 1) 


m 

a . ei) m 
foe nun ey 2.4.6... (22%) z 
0 

Rags Aabla) a 

ae AEE 0 
0 ae g? 

nr 2.4.6.%.2% 

JV e T o OET 


Duhamel, Dif.- und Int.-Rechnung, 


www.rein.org.pl 


— 226 — 


Diese letzteren Integrale gehen in zwei der vorhergehenden 


x dæ 
über, wenn man æ = sinz setzt, also ——— = dz. 
sik — a? 
| ; gm 
Das unbegtimmte Integral von in ar T —— — kann gefunden wer- 
den, indem man den Ausdruck Pal in einfache Brüche 
+1 
zerlegt, und man kann immer m < n voraussetzen. Hiernach 
2m 
wird man erhalten, wenn man a = a macht, 


Japi Ag Z [mer + sin 3an + indan +. 
UP REDE ER SZERE 
A ar 1) an| ~ nsinan` 


Man hat ferner, unter der Voraussetzung dass m und n posi- 
tive ganze Zahlen seien und dass m < n, 


guide 7 
1t®@". mai 
u n sin — 
N 
i m s ; 
Setzt man jetzt =” = z, == 4,0 wird diese Gleichung 


W 
z1 dz 1 £ ; ; 
—— — —— , worin a irgend einen commensurabeln 
l1 +z sinan 
Werth zwischen O0 und 1 hat, und folglich auch jeden incom- 
mensurabeln Werth zwischen denselben Grenzen haben kann. 
Man findet noch, nach einer früher bewiesenen Formel, 


fürn >|, 
[5 _1.3.5...@2n—Öd)n 
(1 + air  2.4286...20n 2) 2° 

Es ié wohl zu bemerken, dass die Formel (1) nicht mehr 
bestehen würde, wenn die Function F(x) unendlich würde 
zwischen den Integrationsgrenzen. In diesem Falle, kann die 
Summe der Elemente #”(z) dx unendlich, oder unbestimmt 
sein. Man muss sich also immer versichern, ob F (æ) in die- 
sem Intervalle nicht unendlich wird, und nur wenn dieser Um- 


stand sich nicht darbietet, kann man sagen, dass (x) — F(x,) 
die Grenze ist von der Summe der Elemente #’(z) dx. In 
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u 
dem emtgegengesetzten Falle theilt man das Integral in zwei 


andere, welche zur gemeinschaftlichen Grenze den besonderen 
Werth von x haben, und man betrachtet jedes von ihnen für sich. 


PIESA 
- dæ : AER- 
Wenn man z. B. fz sucht, so giebt die Formel (1) 
AASE, 
hi 4 . 
1 f 3 5 2 
55 3: also einen negativen Ausdruck, während doch 
OU: 


alle Elemente positiv sind. Da aber j unendlich wird für 

gz := 0, so muss man sich versichern, ob nicht das Integral, 
1 ; ee ; 

— E auch wird. In der That ist dies der Fall, und die 
9} re, 


Formel (1) setzt voraus, dass dieser Umstand nicht eintritt. 
In dem vorliegenden Falle sind die beiden Theilintegrale 

unendlich mit demselben Zeichen; es findet folglich keine Un- 

bestimmtheit statt, und das verlangte Integral ist unendlich. 


Betrachten wir noch das Integral fi = . Wenn die bei- 


den Grenzen negativ sind, so hat man eine Summe von nega- 
tiven Elementen, welche bis auf das Zeichen dieselben sein 


würden, wenn man diese Grenzen positiv nähme. Man wird 
also haben 


Ebenso würde keine Schwierigkeit eintreten für zwei positive 
Grenzen; aber wenn die Grenzen verschiedene Zeichen haben, 
so geht das Integral Zæ durch das Unendliche, die Formel (1) 
ist also nicht mehr erwiesen; und es findet das Bemerkens- 
werthe statt, dass die Summe der Elemente wirklich unbe- 
stimmt ist. 


In der That, betrachten wir das bestimmte Integral 


— ; theilen wir es in zwei andere, deren Grenzen seien 
7% y 
— a, — &u für das erste, und + ev, +b für das zweite; 
& sei eine gegen Null convergirende Grösse und u, v zwei 
willkürliche constante Zahlen. Das erste Integral hat zum 


15* 
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Werthe > , und das zweite l SE: ihre Summe ist Fer 
. í l 
Sie enthält & nicht mehr, und folglich hat man, wenn man 
diese Grösse gegen Null convergiren lässt, für die Summe der 


b 
; B ; 
beiden Integrale oder für das Integral r: = die unbestimmte 


Grösse de +1 F , welche von dem willkürlichen Verhältniss 
der unendlich abnehmenden Intervalle eu, ev abhängt. Wenn 


man sie gleich voraussetzt, so wird LE zu 21 oder Null, und 
yp 


a b TAR | 
es bleibt ? mi Diesen nennt Cauchy den Hauptwerth des 


Integrals, welches unbestimmt ist. 

263. Wenn man die theilweise Integration auf die Trans- 
formation der bestimmten Integrale anwendet, und den Inte- 
gralen dieselben Grenzen ‘giebt, so lässt sich allgemein leicht 
sehen, wie die Constante bestimmt werden muss. 

Man hat nämlich 

Sr) dp(a) = fæ) p æ) — Spa) df e). 
Will man nun, dass die Integrale zwischen denselben Grenzen 
x, und X genommen seien, so wird man damit anfangen, sie 
von æ% an zu nehmen; dann aber ist es nothwendig eine will- 
kürliche Constante zu einem der Glieder zu addiren, welches 


giebt 
Sr) dpa) = C + flo) p) — Spa) dfla) . 
Damit e Gleichung stattfinde für a æ; 30 muss man 


haben C = — f(x) P (x), und folglich 
x x 
JE dg (0) = F(X) p(X) — fm) Pa) — SPC) 


a 
264. Wenn man die Grenzen eines bestimmten Integrals 
umkehrt, so ändert man nur sein Zeichen; denn die Incremente 
von & ändern ihr Zeichen, und die absoluten Werthe der 
Differentialelemente ändern sich nicht. Man hat also 


X To 
fE(& de = — fF (eyd , 
E7 X 


d 
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was überemstimmt mit dem Ausdruck des bestimmten Integrals 

durch die Function p (x), deren Ableitung F'(«) ist. In der 
+ 

That, man hat 


fr (x) dæ = o (X) — Pla), Je = g (%) — p(X), 


To 
welche Ausdrücke gleich sind aid entgegengesetzte Zeichen 
haben. 


X 
265. Man kann statt des Integrals [F (æ) d« das folgende 
setzen: 
A 
FEI + eade, 


dessen Grenzen dieselben sind. Denn die Elemente, welche 
das eine und das andere zusammensetzen, sind dicselben in 
umgekehrter Ordnung. Von dieser manchmal nützlichen Wahr- 
heit ausgehend, kann man durch eine Folge von theilweisen 
Integrationen sehr einfach die Reihe von Taylor erhalten, 
wie wir sogleich sehen werden. 

266. Reihe von Taylor. — Es sei F(«) irgend eine 
Function, welche, sowie ihre n ersten Ableitungen, stetig bleibt 
zwischen den Grenzen æ und xv- h. Man hat offenbar 


h 
Fe+h)— Ea) = fFe 4z) dz; 
' 0 
und nach dem so. eben Gesagten 
h 3 h 
JE a + ede =f Eet ha) de: 
0 í 0 


x ist constant bei dieser Integration, z allein variirt. 
Integrirt man diesen letzten Ausdruck theilweise und die 
aus ihm folgenden, so kommt 


Be ei]: Fr(o+h— 2)dz 
A EE I a 1 Fra dr 5 ine TEN: A 
rat) + em He eH) 

an peti de. 
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Indem man die Integrale zwischen den Grenzen 0 und h nimmt, 
muss man successive 2 — h, z = 0 machen in den Gliedern, 
welche ausserhalb des Zeichens N stehen, und dann das letzte - 
Resultat von dem ersten abziehen, dies giebt 


h 
[r@+r- 24: —— NPK) + ES Fra) +. 
o . 


h 
In—1 y g”—l i 
+ TEN. n—1 (x) + f Fr(a-+h—2)dz 5 
Zen x E R 
Aber 
h 
F (æ + h) — F(«) = J F(a +h— z)dz, 
0 

also 


Fehi =F (e) + hEa)+ TEA mao (æ) 


h 
1 
I a Ser Frag n—1 nf» ill = 
Han)‘ P(@—+h—2)dz. 


Wenn das Glied, welches das bestimmte Integral enthält, mit 
wachsendem n gegen Null convergirt, so eonvergirt die Reihe 
gegen F(x + h) und wird diejenige, welche Taylor bekannt 
machte. 

Man kann dem Ausdruck eine andere ‚Form geben, wel- 
cher den Fehler angiebt, den man begeht, indem man bei 
dem Gliede vom Range n stehen bleibt. Inder Thät, das 
bestimmte Integral ist gleich der Summe der Factoren e”! dez, 
multiplieirt mit einem gewissen Mittelwerthe zwischen dem 
kleinsten und dem grössten von denjenigen, welche #*(@-4-h—z) 
annimmt, wenn z von Q bis 4 geht; und da diese Function in 
diesem Intervall stetig vorausgesetzt wird, so ist dieser Mittel- 
werth ein Werth, welchen F” (æ + h — z) annimmt für einen 
gewissen Werth von z zwischen O und h: woraus auch für 
h — z ein zwischen 0 und 4 liegender Werth resultirt, welchen 
wir durch Oh darstellen wollen. Das Glied, welches die Ent- 
wicklung vollständig Sans. wird daher 


ei ee hr S 
Zt f- dz oder res Fol (x + 0h). 
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Unter dieser Form haben wir den Rest in der Differential- 
rechnung gegeben: 0 ist eine unbekannte Function von x, von 
welcher man :nur weiss, dass sie einen positiven Werth hat, 
der kleiner ist als die Einheit. 

Indem man den kleinsten und den grössten Werth von 
F”(x) in dem Intervall von æ bis « + h nimmt, erhält man 
zwei Grenzen, zwischen welchen der durch Abbrechen nach 
dem nten Gliede begangene Fehler liegt. Das bestimmte In- 
tegral giebt den genauen Werth dieses Fehlers; aber es bietet 
die Schwierigkeit der Integration dar, und man kann im Allge- 
meinen sich nur die Aufgabe stellen, ihn zwischen zwei be- 
kannte Grenzen einzuschliessen. 


Differentiation und Integration unter dem Zeichen f. 


267. Wir haben im Anfange dieses Buchs die Regeln 
gegeben, um sowohl die explieiten Functionen als auch die- 
jenigen zu differentiiren, welche unter einander und mit der 
lHlauptvariable verbunden sind durch Gleichungen, deren beide 
Glieder explicite Functionen sind. Wir wollen nun eine andere 
Art von Function betrachten und das Mittel geben sie zu dif- 
ferentiiren. 


Es sei die Function v = [F(z, «)dz, welche man nach 


x differentiiren soll, während die Grenzen 20, Z beliebige 
Funetionen von æ sein können. 

Man erhält, indem man dieses Integral wie eine zusam- 
mengesetzte Function von 2,, Z, æ, welche Functionen von « 
sind, betrachtet, 


du _ (du dz (5 1 (5) 
de TE AB £ 


Man hat nun zunächst 


du du f f 
Ja ~ = Feir a), gz ~ T, w). 
Was das dritte Glied eh: betrifft, welches sich auf die 


da 
Annahme der Constanz von zp und Z bezieht, so ist es die 
Grenze von 
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‚Fre, æ +- h)dz — [F«, æ) dz 


Zo j 
h 


oder von 


z 
ne 12. 
5 í h í 


KAR: 
und hat zum Werthe > 
Zz 
AEE Ew) 
JE dz b 
Daher 


Z 
d: dzo 
ETE TJ F (2, KA dz = ra JO (£, A = ma E Bzg; 7) d y 


s fga Ha 


Man würde schr einfach zu derselben Formel gelangen, 
indem man das bestimmte Integral als die Fläche einer Curve 
repräsentirend betrachtete. 

Wenn die Grenzen notata, d. h. unabhängig von « sind, 
so hat man 


: r i fre ee rs 


zo 
man sieht. Da dann die beiden Operationen, das Differentiiren 
und Integriren, in beliebiger Ordnung geschehen können. 
268. Wäre die Function von x ein unbestimmtes Integral 
in Bezug auf 2, so würde man sie unter der Form darstellen 


u SYF æa)dz + C, 


wo C irgend eine Function von g ist; hieraus 


du_ fdF«, a) dc 
gt $ da Br de 


Man kann also in beliebiger Ordnung die beiden Opera- 
tionen mit F(z, æ) vornehmen, wenn nur die auf die beiden 
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Integrationen bezüglichen Constanten durch die Bedingung 
verbunden sind, dass die zweite die Ableitung der ersten nach 
æ ist. 


z 
269. Hätte man, statt FF (z, z) dz zu differentiiren, es in 

Zo 
Bezug auf w zu integriren zwischen den Grenzen sọ, X, wobei 
aber z, und Z unabhängig von x vorausgesetzt werden, so würde 
man bemerken nach dem Vorhergehenden, dass, was auch z sei, 


fizfFe, æ)dz und fazfF«@, a) da 


dieselbe Ableitung in Bezug auf æ haben; und da sie beide 
Null werden für æ — a,, o sind sie auch für jedes « gleich. 
Die Ordnung der beiden Operationen ist also wieder gleich- 
gültig. Alles dies setzt jedoch voraus, dass die Function 
F(z, x) weder unendlich noch unbestimmt wird für irgend 
einen Werth von w und x zwischen den Grenzen: wenn dies 
sich ereignete, so würde eine besondere Untersuchung nöthig 
werden, mit welcher wir uns sehr bald beschäftigen wollen. 


270. Sind die beiden Integrale unbestimmt, so ist das 
erste 


JE (e; a) dz + g (æ); 


indem man es integrirt, findet man 


; fta fF, æjdz + f (2) + fo (2) de , 


x Ty : 


was man unter der Form darstellen kann 


x z 
fda fE (e, de + fe) +Å), 
To 20 A 
und man würde ein identisches Resultat finden, indem man in 
umgekehrter Ordnung .integrirte, .da die willkürlichen Func- 
tionen als dieselben betrachtet werden können. 

271. Singuläre bestimmte Integrale — Cauchy 
hat mit diesem Namen Integrale bezeichnet zwischen Grenzen, 
welche sich unbegrenzt einem besonderen Werthe der Variable 
nähern, der die Function unendlich macht. 
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Z. B. ‘wenn man F(a) unendlich voraussetzt, so ist das 
a— ue 
Integral JE dæ ein singuläres bestimmtes Integral, wenn & 
a—E 
gegen Null convergirt, während u irgend eine endliche Zahl 
ist. Man kann die Differentialfunction auf die Form bringen 


5 dæ 
(x eu a) F (x) 2 — 
werth zwischen a — & und «a — we bezeichnet, so wird das 
Integral gleich sein mit 


= und wenn man -durch & einen Mittel- 


BE yi 
(£— a) F (ë) de a 5 oder mit (& — a) F (4) lu. 


Wenn (& — a) F (ë) eine von Null verschiedene Grenze hat, 
während é gegen a convergirt, so hat das singuläre bestimmte 
Integral einen bestimmten Werth zu gleicher Zeit mit w. Wir 
werden sogleich sehen, wozu diese Betrachtung nützlich sein 
kann bei der Bestimmung der. bestimmten Integrale. 

272. Der Fall, wo die Function unter dem Zeichen 


J durch das Unendliche geht. — Wenn ein Werth @ — u 
F is unendlich macht, und zwischen den Grenzen des u 


are 


[Ro dæ liegt, so wird man "zuerst JE dæ, dann fræ da 
at: 

N man wird sie addiren und R & gegen Null conver- 
giren lassen: die Grenze ist Das, was Couchy den Haupt- 
wert des Integrals nennt. Man wird einen davon verschie- 
denen Werth erhalten können, wenn man die Grenze der 
Summe der beiden folgenden Ba sucht: 

a— ue 

JF@ de, FR) da ; 

at ve 

während & immer gegen Null convergirt, und die Zahlen u, v 
verschieden sind; denn es würden die beiden Integrale hinzu 
kommen 


a— ue a+ e 
SF) da, und [F(a) de, 
a— eE a++ ve 


und wenn ihre Summe nicht mit & gegen Null convergirt, 
so erhält man einen verschiedenen Werth von dem ersten, 
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den wir Hauptwerth nannten; aber es ist evident, dass dies 
- a 
niemals sich ereignen wird, wenn die Integrale f F(«) dw, 


a 


ß 
/F(a)dx endlich sind. Nun haben die zwei vorstehenden 


a 


singulären bestimmten Integrale zur Grenze ihrer Summe 
K? 5 ‚ wo K die Grenze ist von («= — a) F(x) während « 


gegen a convergirt, welche Grenze hier von demselben Zeichen 
für © <a und > a vorausgesetzt ist (der entgegengesetzte 
Fall bietet übrigens durchaus keine Schwierigkeit dar). Wenn 


ß 
also K nicht Null ist, so ist das Integral SF (x) dx unbestimmt; 


a 
aber sein Hauptwerth ist bestimmt, sei er endlich oder unendlich. 


` Wenn Ķ Null ist, so kann man nicht sagen, dass K IE 
nothwendig Null sei, weil l £ unendlich sein kann. 


Z. B. wenn dv = ;, so ist i$ unendlich, und das zweite 


a+ e 
singuläre Integral ist / F (æ) da . 
ate? 


da lv 
So i — = —|, — ¿, so hat 
So ist JÆ (1 +E) und wenn v =e, so ha 
€ 
man l2. 


Dagegen in diesem anderen Beispiele fr Vz hat man ze Y 


oder VE lv, wo & ein Mittelwerth ist PETN € und ve; so 
dass é = kve und k:> 1: hierdurch wird VElv zu 
Vke in Aber man weiss, dass V v!v Null ist für v—0; 


also ist fë —— Null, wie man dies ausserdem sehen würde bei 


N: der Integration. 
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273. Wenn man eine der Grenzen unendlich voraussetzt, 
1 


us 
so hat man das Integral zu betrachten JF@ dx; und damit 
1 


€ 
das vorgelegte Integral endlich sei, so muss das vorstehende 
mit & gegen Null convergiren, wie klein auch u sei: es muss 


also Fr j ) lu gegen Null convergiren, was auch u 


kue kue 
sei, während k > 1. 


Es sei f(x) = A n EEE F Ken kann ersetzt wer- 


den durch 1 (kuej, und es muss uer”—1/u gegen Null 


convergiren, was erfordert dass n > m + 1; und dies genügt. 

Man kann auf diese Weise mit Hülfe der singulären be- 
stimmten Integrale erkennen, ob die gesuchten Integrale unend- 
lich werden oder unbestimmt, wenn ein Werth von æ die ge- 
gebene Function unendlich macht, oder wenn eine der Grenzen 
unendlich ist. 

274. Man kann ferner beurtheilen ob ein Integral endlich 
ist, wenn seine Ableitung für einen besonderen Werth von æ 
unendlich wird, indem man es mit einem anderen einfacheren 
vergleicht, für welches keine Ungewissheit stattfindet, und wel- 
ches ein solches ist, dass die beiden Ableitungen für diesen 
besonderen Werth ein endliches Verhältniss haben: die beiden 
Integrale werden zu gleicher Zeit endlich oder unendlich sein. 


Tt x 
$, dæ dx a EN 
2: DB. a er nd — befinden sich in diesen Falle. 
(e* + =) am 3 qm 
0 n, 0 


Das Verhältniss der Ableitungen, e® + «", wird 1 für æ = 0: 
nun ist das zweite Integral endlich wenn m < 1, und unend- 
lich wenn m —= 1 oder m > 1; es ist daher ebenso mit dem 
ersten. k 

275. Anwendung der vorhergehenden Principien 
zur Auffindung bestimmter Integrale. — Indem man 
ausgeht von bekannten bestimmten Integralen und dieselben in 
Bezug auf eine Constante differentiirt oder integrirt, erhält 
man den Werth neuer Integrale. 
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So. ist 


differentiirt man nmal in Bezug auf a, so erhält man 


fr rd, _.1.3.5...@n—l) = 
Te 2’ 


Pe 


Sen RE ET LEE N Be 
@ opti 09.4.0...30 ge 


276. Betrachtet man dieses andere Integral 


ea 


feras — F ; 
a 
0 


. und differentiirt n — lmal nach a, so kommt 


n 


ee AA 
fe ea de — 1.2.3...n— 1) A 


a” 


0 
Bezeichnet man allgemein durch I’(p) das Integral 
fam eT dæ 
0 


für jeden positiven Werth von p, so hat man für jeden ganzen 
und positiven Werth dieser Constante 


Ip) 1.28.82): 
und für jeden positiven Werth von p 


fe CE da Lp) 
ar 
0 
ar 
Wenn man das unbestimmte Integral f er do’ — + C 


E 


differentiirt, so erhält man folgendes unbestimmte Kai 
dr, 
G 


i etr dæ = 
1 


277. Geht man aus von dem Integrale F am dæ 
y nn 
und integrirt beide Glieder. in Bezug auf m- zwischen zwei 
Werthen u und v, so erhält man 
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u 
a 2b 1 
ee de—=| wel 


Ñ 
und man könnte nicht den Ausdruck des unbestimmten Integrals 


geben. 
278. Integrirt man in Bezug auf a, zwischen irgend zwei 
Grenzen b und c, die beiden Glieder der Gleichung 


so erhält man 


Geht man aus von 


an 


ar dæ = Be 
Esi cooazax = 

a? + a?’ 
0 


so erhält man auf dieselbe Weise 
apa 1 2 4 2 
Fran EG u € a> 
JEE n «æ de = 5 l=. 
£ 


0 
279. Die Gleichung 


| et sn «æ dæ = Ae SRN 
a? + g? 


0 
giebt ebenso 


et — 0-0 z C b 
—— sin ax de = are tang — — arc tang — -» 

1 æ AT A 

Setzt man hier b = 0, c = æ, 80 erhält man folgende, oft 
nützliche F 'ormel: 


"sin au da ax de a na 
— — oder e= Nn. 
7 2 
0 


Andere Verfahrungsarten zur Bestimmung bestimmter 
Integrale. 


280. Bisweilen führt man ein einfaches bestimmtes Inte- 
gral auf ein bestimmtes Doppelintegral zurück, weil die Unab- 
hängigkeit der beiden Variablen zu Vereinfachungen führen 
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kann. Man habe z. B. fe dæ. Es ist identisch mit fe» dy. 
0 0 


Mlultiplicirt man sie mit einander, so hat man das Quadrat 
des gesuchten Ausdrucks. Nun kann man das Product 


T ed æ J e~? dy betrachten als dadurch erhalten, dass man 
0 


0 
jedes Element e”=”dx des ersten mit dem zweiten multiplicirt; 
umd in diesem letzteren kann man y = xt setzen, während x 
beständig dasselbe bleibt wie in dem Element e””’dx. Hier- 
durch wird Nichts geandert, obgleich æ in das zweite Integral 


eingeht, welches f »e-?®dt wird. Könnte man diesen letzten 


Ausdruck in æ bilden, so würde man durch Multiplication des- 
selben mit e”””dxz ein Element erhalten, welches, integrirt zwi- 
schen O und ©, identisch das Product der beiden Integrale 
geben würde. Aber bei der Integration in Bezug auf ? kann 
man den constanten Factor e”’d.x unter das Zeichen f bringen, 
und man sieht, dass man zu integriren hat den Ausdruck 
etg ehl edædt, oder ve ut) ddt 

zuerst in Bezug auf ż, dann in Bezug auf æ, während diese 
beiden Variablen unabhängig sind. 

Wir wissen aber, dass man diese zwei Integrationen in um- 
gekehrter Ordnung ausführen kann, ohne dass das Resultat sich 
ändert; und auf diese Weise lässt sich die Operation ausführen. 

In der That, es ist 


W 


ei 1 EA 
fe ve re m Samt 


0 
[erde -— Vz , oder feis — Vrz; 


Also 
0 — %0 


daher, inder man mg statt æ schreibt, 
emede — Ei . 
281. Dieses wichtige Integral lässt sich noch durch das 
tolgende Verfahren erhalten, welches Poisson in seiner Méca- 
nique angegeben hat. 
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Das schon betrachtete Product f fe} dy de stellt den 


00 2 

vierten Theil des Volumens dar, welches begrenzt wird von 
der Ebene XY und der Fläche z = e7», die erzeugt 
wird durch Rotation der Curve z— e”* um die Axe der z2. 
Wenn man nun dieses Volumen zerlegt durch unendlich nahe 
Cylinderflächen, welche Umdrehungsflächen sind um die Axe 
der z, so wird der Ausdruck des zwischen den beiden Flächen, 
deren Radien æ und -+ dx sind, enthaltenen Volumens sein 
2nwe”de;. sein Integral ist — ze””, und man erhält das 
ganze Volumen des Körpers, indem man es zwischen den 
Grenzen 0 und æ nimmt, welches x giebt. Nimmt man davon 
den vierten Theil und dann die Quadratwurzel, so hat man 


2 


Jeka E= È un 


0 


und folglich 
FER da — Va 3 


282. Der Uebergang vom Reellen zum Imaginären, wenn 
er mit der erforderlichen Strenge gemacht wird, kann auch 
zur Bestimmung neuer Integrale führen. In der That, man 
zieht aus der letzten Formel, indem man æ mit æ + « ver- 
tauscht, 


Vr = | e+ de Zuge et — 2er de 


daher 


Setzen wir nun « — a V — 1, so kommt, indem man bemerkt 


dass e2421 TA p far Mei = 2 eoe 2a t, 


i W 
e®VYa—=2/fe* co ande, 
0 


daher 
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a 
EA , TR 
ey a 
o? cos Zar de = ——— , 
0 2 


oder indem man x mit m x und am mit n vertauscht, 


n? 
Sean Wr, 


7 2m 


Die Substitution von a vV—1 für « hat die Gleichheit nicht 
aufgehoben, weil die beiden Glieder in Bezug auf «œ in convergente 
Reihen entwickelt werden konnten, und folglich die Coöfficien- 
ten derselben Potenzen von « nothwendig auf beiden Seiten 
dieselben waren. Da diese nun sich nicht ändern, welchen 
Ausdruck man auch für « setzt, so findet die Identität immer 
statt; und aus diesem Grunde. besteht sie noch, wenn man 


a V— 1 dafür setzt. 


Wenn man in der Gleichung 


Jome dæ = pneum vz 
m = a (1+ V — 1) macht, so erhält man 
Der da AR e a ja Va 1) 


—® 


— [(c08.2a2 02? — V — 1 sin.2a2a°) de. 


Vergleicht man nun die reellen und die imaginären Theile, so 
kommt 


W m k [. >} un 

x ; Vx 

a 2a? x? de = — , Sen. torria = Ga’ 
u.) 


Fa,’ 


—%0 


oder indem man 2a? — n setzt, 


D ‚ER D A s TISON 
x 3 x 
Joneda VE, Jun. narda — er 
2n 2n 
—n oo 


Es ist gut, wenn man bemerkt dass, obgleich cos . næ? und 
sin . næ? unbestimmt sind für x — æ, diese Integrale es nicht 


sind. Anders verhält es sich mit den beiden folgenden 
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 16 
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% A 
fos.nada, fsin. nada, 
a 


welche völlig unbestimmt sind. 
Die beiden gefundenen Integrale lassen neue finden. 
Verwandelt man in der Gleichung 


T cos (a) dx = vs 


a. O) 


æ in æ + «, so bleiben die Grenzen unverändert, und man hat 


pa 
ar 
ke: ir Fai (02 + 2aæ + a?) dæ 
S 


W 
= [Teos (£? 4 a?) cos. 2ax — sin (£? + æ?) sin. 2a] de; 
—_n 


und da sin (=? + a?) sin. 2«x mit æ sein Zeichen, aber nicht 
seinen Werth ändert, so ist das Integral des zweiten Theils 
Null, es bleibt folglich 


yz = Sons (æ? — a?) cos . uzde 


— f (cos(x2) cos(a?) cos. 2a x — sin (æ?) sin (a?) cos. 2a) da, 


Fe 


oder 


a W 
cos(a?) | cos(x?)cos. 2axdæ— sin(a?) f sin(22)cos. 2a. de — ys i 
— 00 ih 


Verwandelt man ebenso x in x -+ « in der Gleichung 


je] 


Senn da = VE ; 


cn 


so findet man 


wW w ` 
cos (&?) J sin(æ?)cos .2aædæ- sin(a?) | cos(22)eos.2uw de — y: ; 
—00 —%0 


Man zieht aus diesen Gleichungen 


” w% 


Jon cos . 2ax dæ — Vz. (a?) + sin (a?)] , 


—L 
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ki sin(x?) cos . 2ax de = V: [cos (a?) — sin(a?)] . 


—ov 

283. Indem man ausgeht von den Werthen zweier be- 
stimmten Integrale, welche wir früher gegeben haben, kann 
man zu dem Ausdruck gelangen, den Wallis für das Verhält- 
niss der Peripherie zum Darchmesser gegeben hat. 

Diese beiden Formeln sind 


1 
(er =, et ‘2k 
Vaa e a a N A a S 
l 

da, 18o Qka 
Taa E ET R F 2 


Wenn k unbegrenzt wächst, so nähern sich beide der Null, 
wovon man sich überzeugen kann, indem man die Brüche um- 
kehrt, welche dann offenbar mit x unendlich werden; denn der 
erste- wird 


El bA 


und dieses Product übersteigt = L i L Š +... + = , 


welche Reihe mit k unbegrenzt wächst. Ebenso verhält es sich 
mit dem zweiten. Aber das Verhältniss dieser Integrale hat 
die Einheit zur Grenze. 

In der That, betrachtet man zwei consecutive Werthe von 
k, so haben die correspondirenden Werthe von irgend einem 
der beiden Integrale ein Verhältniss zu einander, welches gegen 
die Einheit convergirt, wenn k wächst. Wenn man nun in 
dem anderen Integrale den Exponenten von æ nimmt, welcher 
liegt zwischen den beiden Werthen des Exponenten des ersten 
Integrals, so ist klar, dass der Werth des zweiten Integrals 
liegen wird zwischen den beiden consecutiven des ersten, und 
folglich convergirt sein Verhältniss zu jedem von ihnen gegen 
die Einheit, wie das Verhältniss beider. 

Man kann sich noch durch folgende Betrachtung davon 
überzeugen, von welcher häufig Anwendung gemacht wird. 

Wenn k sehr gross ist, so ist der Zähler nahezu Null, so 

16* í 
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lange nicht æ der Einheit sehr nahe rückt; da der Nenner 
unterdessen endlich bleibt, so ist der von Null bis zu 1 — « 
gehende Theil des Integrals, während « ein so kleiner fester 
Werth ist als man will, sehr klein gegen den Rest des Inte- 
grals; und das Verhältniss dieser beiden Theile nähert sich der 
Null, während k wächst und « constant bleibt*). Um daher 
die beiden Integrale, um welche es sich handelt, zu vergleichen, 
wenn k unbegrenzt wächst, braucht man nur das Verhältniss 
der Theile dieser Integrale - zwischen den Grenzen 1 — « und 
l zu nehmen, und dann «œ abnehmen zu lassen. Nun ist das 
Verhältniss der Differentiale x, und folglich ist das Verhältniss 
der Integraltheile, welche wir betrachten, ein Mittelwerth zwi- 
schen den extremen Werthen von æ, welche 1—« und 1 
sind. Dieses Verhältniss hat daher zur Grenze 1; und ebenso 
ist es mit dem Verhältniss der ganzen Integrale, da wir nur 
einen gegen sie selbst unendlich kleinen Theil vernachlässigt 
haben. . 
Man hat also 


E ASE A Ya, í 
ER N A EEA Ik. 2k 
folglich 
E E N E EA PE 
TB aa aa RATTE 
*) Denn man hat 
1—& 
an de (1 — e)n+1 1 
Vi. nt Yı-ar. 
a andzx _ 1l—(Q—eayH 1 
, V nti AVT y. 
— 


wo u zwischen 0 und 1 — « und y zwischen 1 — « und 1 liegt, so dass 


1 1 
Hm Ve 
Das Verhältniss des zweiten Integrals zum ersten ist also grösser als 
Ba AA 
(1 — e)r +1 
Es wächst daher unbegrenzt mit n, wie klein auch « sei. 


— 1. 


Ed 
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Es ist leicht zu sehen, dass man ein zu kleines oder zu gros- 
ses Resultat hat, je nachdem man eine ungerade oder eine 
gerade Anzahl von Factoren in beiden Gliedern dieses Bruchs 
nimmt. 

Wir werden später von einer allgemeinen Methode spre- 
chen, welche darin besteht, dass man die Bestimmung der 
bestimmten Integrale zurückführt auf die Integration von 
Differentialgleichungen, welche sich auf die unter dem Integra- 
tionszeichen befindlichen Constanten beziehen. 


Integration der Differentiale, welche mehrere unab- 
hängige Variablen enthalten. 


284. Bisher haben wir nur solche Differentiale betrachtet, 
welche nur eine einzige Variable enthalten und folglich von 
der Form F(æ)dæ sind; wir wollen jetzt diejenigen unter- 
suchen, welche mehrere unabhängige Variablen enthalten, und 
uns die Aufgabe stellen, wenn es möglich ist, die Function 
dieser Variablen zu bestimmen, welche zum totalen Differential 
den gegebenen Ausdruck hat. 

Betrachten wir zuerst zwei Variablen «æ, y, und es sei zu 
integriren der Ausdruck 


Mds + Ndy, 
worin 
M == p(t; Y) s N = p(s; yy. A 
Zunächst wird man bemerken, dass nicht immer eine 


Function von w und y existirt, deren Differential dieser Aus- 
druck ist: denn, wenn man durch u eine solche Function be- 


zeichnet, so soll man haben M — an ‚N = Bu und da 
dæ dy 

du d? u dM dN 

er so muss man auch haben —— Fr Wenn 


also die Functionen M, N dieser Bedingung nicht genügen, so 
wird keine Function von æ und y existiren, deren Differential 
der gegebene Ausdruck wäre. Dagegen werden wir sehen, 
dass wenn diese Bedingung erfüllt ist, die gesuchte Function 


” 
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nothwendig existirt, und dass ihre Bestimmung sich immer auf 
Quadraturen zurückzieht. 

Da diese Function M zur partiellen Ableitung nach « 
haben soll, so muss sie enthalten sein in dem unbestimmten 
Integrale von Mdx nach æ, während y als eine Constante 
betrachtet wird. Sie ist daher enthalten in dem Ausdruck 


f Mdx + V, wo V eine willkürliche Function von y ist. 


Es bleibt diese Function so zu bestimmen, dass die par- 
tielle Ableitung nach y, N wird. Diese Ableitung ist aber 


"IM A N dv 
Ei + oder (dat gr 


oder Ee 
| T AR 
ya) —- day) + dy : 
Es ist daher nothwendig unl hinreichend, dass man habe 


y 

dV 

I DEN: oder V= fv ydy +C. 
Y) 


Es existirt also nothwendig eine Function von æ und y, deren 
Differential der gegebene Ausdruck; und der allgemeinste 
Werth dieser Function w ist 


= fo: y) de + [oa y) dy + C, 


Yo 
wo C eine willkürliche Constante. 

285. Die Schwierigkeit wird nicht grösser in dem Falle, 
wo die Anzahl der unabhängigen Variablen grösser ist. Es 
sei z. B. 

Mdæ + Ndy + Pdz 
und 

M = o (2, Y, #).:5 N = Y (2, Y, E A = AERE 2)- 
Zunächst müssen M, N, P den unerlässlichen Bedingungen 
genügen 

dM: daN:dM d P EN P 
dy de’ dz — da’ de Ay 
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Die gesuchte Function ist dann nothwendig enthalten in der Formel 
v 


[Max + V, wo V eine willkürliche Function von y und z 


To 
ist, welche man durch die Bedingung bestimmen muss, dass 
die partiellen Ableitungen des vorstehenden Ausdrucks, nach y 
und 2, respective N und P seien. 

Man hat also 


aM TAY Pa iv 
= [et =f E i4 Z= 
zo 


pi ax, AT D sd dV 


ne 25 A 
de+ = ae Nass = UNA dz ` 


Ty 


Es ist daher nothwendig und hinreichend, dass die Function V 
den beiden Bedingungen genüge 


dV m 
dy == = Y (2o; Y, 2)» F= 460; Y, 2)5 


wodurch man auf den vorigen Fall zurückkommt. Man hat 
also 


y z l à 
V= |J Y(t Yy», 2) dy + Sao» Yo» 2) dz + C. 
Yo 20 


Die Function, deren Differential der gegebene Ausdruck 
ist, existirt folglich wenn die drei obigen Bedingungen statt- 
finden; und bezeichnet man sie durch u, so hat man 


z y Z 
u = fo(z,y,zjdæ + [v(a, y, 2) dy + J (tos Yo, 2)d2 + C, 
To Yo 20 


worin Ç eine willkürliche Constante. 

Man sieht leicht, dass der Fall von m Variablen in der- 
selben Weise auf den Fall von m— 1 Variablen zurückgeführt 
wird, wofern die Coefficienten den Bedingungen genügen, welche 
ausdrücken, dass die Differentialcoöfficienten zweiter Ordnung 
der gesuchten Function, auf alle möglichen Weisen in Bezug 
auf zwei verschiedene Variablen genommen, unabhängig sind 
von der Reihenfolge der Differentiationen. Die Aufgabe ist 
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somit immer möglich, wenn diese Bedingungen erfüllt sind, 
und man kommt immer auf einfache Quadraturen znrück. 


Geometrische Anwendungen der Integralrechnung. 


` 


286. Die bis hierher auscinandergesetzten Methoden 
haben den Zweck eine Function zu finden, wenn man den 
Ausdruck ihres Differentials oder ihrer Ableitung kennt. Man 
hat also unmittelbar auf diese Methoden die Auflösung einer 
jeden Aufgabe zurückgeführt, worin es sich darum handelt, 
eine Function zu bestimmen, wenn man den allgemeinen 
Ausdruck ihres Differentials hat finden können. Dieser 
Ausdruck. ist aber viel leichter zu bestimmen als derjenige 
der Function selbst; denn, nach dem fundamentalen Prin- 
cip, welches wir in der Differentialrechnung bewiesen ha- 
ben, kann man jede, gegen das Differential, ‘welches man 
berechnen will, unendlich kleine Grösse vernachlässigen, und 
cs entspringt hieraus kein Fehler weder in der Ableitung 
welche die Grenze eines Verhältnisses ist, noch in dem Integral 
welches als die Grenze einer Summe von unendlich kleinen 
Elementen betrachtet werden kann. Durch dieses Mittel kann 
man sich des Theils der Incremente der Functionen entledigen, 
welcher ihren Ausdruck ebenso schwierig zu bilden macht wie 
jenen der Function selbst; und es genügt immer die Versiche- 
rung, dass der vernachlässigte Theil unendlich klein ist gegen 
das Differential oder das Increment selbst. In diesen wenigen 
Worten liegt die ganze Metaphysik der Infinitesimalrechnung. 
Sie ist, wie man sieht, sehr einfach und elementar, und alle 
Theorien, welche wir jetzt auseinandersetzen, werden die be- 
ständige Wiederholung dieses allgemeinen Gedankens dar- 
bieten. 


Quadratur ebener Flächen. 


287. Die Fläche zwischen den zwei Ordinaten MP, NQ, 
dem Bogen der Curve MN und der Axe der z, ist eine Func- 
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tion der extremen Abscisse A Q— «æ, deren auf das Increment 
S.vom æ sich beziehendes Increment die Figur NRSQ ist. 
Die Fläche dieser Figur würde ebenso schwierig zu be- 
Fig. 17. rechnen sein wie MNQP, weil 
die Schwierigkeit herrührt von 
‚dem krummlinigen Theile des 
Perimeters. 

Wenn man aber durch den 
Punkt N eine Parallele NK 
zur Axe der x zieht, so kann 
man den Theil NRK der Fi- 
gur weglassen als unendlich 
klein gegen NRSQ. In der 
That, wenn man RN‘ parallel 
mit QS zieht, so wird NN'RK 
grösser sein als N RK, und sein Verhältniss zu NKSQ, wel- 
ches kleiner ist als N RSQ convergirt gegen Null je mehr QS 
abnimmt, weil dieses Verhältniss dasselbe ist wie das von NN‘ 
zu NQ. Durch dieses Mittel hat man also das Increment der 
Fläche des Theiles entledigt, welcher seine Berechnung schwie- 
rig machte; und die Grenze seines Verhältnisses zu dem In- 
crement der Abscisse ist durchaus nicht geändert. Die Be- 
rechnung dieser Grenze, oder der Ableitung der Fläche, ist 
also einfacher geworden, ohne irgend etwas an Strenge zu 
verlieren. 

Sind die Axen rechtwinklig, so ist die Figur NK SQ gleich 
NQX QS; und die Grenze ihres Verhältnisses zu QS ist NQ 
oder y. Die Ableitung der Fläche ist. somit y, und ihr Diffe- 
rential ydg. 


Machen die Axen einen Winkel 0 mit einander, so wird 
der Ausdruck des Differentials y sin da. 


Die Fläche zwischen zwei Ordinaten, welche den Abscis- 
sen ©, und æ a erii kann also ausgedrückt werden im 


ersten Falle durch Í ydæ und im zweiten durch sind f ydı. 
Die Gleichung der Curve giebt y als Function von x, und die 
(JQuadratur dr fraglichen Fläche ist auf eine Integration zu- 


rückgebracht. ‘Aus diesem Grunde bezeichnet man häufig 
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mit dem Worte Quadratur die Operation der Integralrech- 
nung, durch welche man von dem Differentiale einer Function 
einer einzigen Variable zu dieser Function selbst gelangt. 
Wäre -die zu berechnende Fläche zwischen zwei O'rdinaten 
und zwei Curvenbögen enthalten, so würde der Ausdruck ihres 
Differentials ( Y — y) dx sein, indem man durch Y umd y die 
Functionen von æ bezeichnet, welche die Ordinate einer jeden 
der beiden Curven darstellen. Wenn die Natur der eimen oder 
anderen dieser Curven sich in dem zwischen den Grenzen lie- 
genden Intervalle änderte, so müsste man dieses Intervall in 
mehrere andere abtheilen, deren Grenzen die verschiedenen 
Werthe von æ sein würden, wo diese Aenderungen eintreten. 


Ist die Curve durch eine Gleichung zwischen Polarcoor- 
dinaten # und r gegeben, so liegt die auszuwerthende Fläche 
zwischen zwei Radien-Vectoren und dem Bogen der Curve. 
Ihr Differential ist, wie wir schon sahen, r? = .. Die Fläche 


zwischen zwei Radien, welche den Winkeln 6%, # entsprechen, 


0 
wird also ausgedrückt durch 23 af r2d, worin r die aus der 


Oo 


Gleichung der Oire gezogene Function von # bezeichnet. 


Läge die auszuwerthende Fläche zwischen zwei Radien 


€ 5; i ; i .. 2 — r”? 
und zwei Curven, so würde ihr Differential sin — —— db , 


2 
worin r und r‘ die Radien der beiden Curven für denselben 
Werth von 0 bezeichnen; die gesuchte Fläche würde also aus- 


0 
gedrückt durch T — 72) d0, worin r und r’ bekannte 


6, 
Functionen von 0 sind, welche man aus den Gleichungen der 
beiden Curven zieht. 


288. Parabeln. — Stellen wir uns zuerst die Aufgabe, 
die Fläche der in der allgemeinen Gleichung 
y” = -—— p a” 


enthaltenen Parabeln, während m und n ppi sind, zu be- 
rechnen; man hat ` 
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m 
Nimmt man die Fläche von æ — 0 an, so ist C = 0, und die 
an der Ordinate, welche zu irgend einem Werthe von æ ge- 
hört, sich endigende Fläche hat zum Ausdruck 
1 n 
| 
m p” æg™ m &y 
m+n e m+ n` 
Der Theil des Rechtecks‘wy, welcher übrig bleibt, nach- 


"#% , also theilt der Bo- 
mn 

gen der Curve das Rechteck xy in dem constanten Verhältniss 
von m:n. 

Umgekehrt, kann die Curve, welche diese Eigenschaft be- 
sitzt, keine Gleichung von anderer Form als die vorgelegte 
haben. In der That, bezeichnet y die unbekannte Ordinate 
dieser Curve, so soll man haben 
ftda 2 Sy — [yd« — m:n, daher (mn) Syda = may; 


und, differentiirend, 


dem man diesen abgezogen hat, ist 


mdy En nd 
YEE 


ny de = mady, 


folglich 
mly = nlæ + IC, 

wo IC eine willkürliche Constante bezeichnet. Diese letzte 
Gleichung giebt y” — Cæ”; indem man der Constante C alle 
möglichen Werthe giebt, so erhält man alle Curven, welche 
die verlangte Eigenschaft besitzen. 

289. Hyperbeln. — Betrachten wir jetzt die allgemeine 
Gleichung y” æ” — a der Hyperbeln, welche zu Asymptoten 
die Coordinatenaxen haben; man hat 


ER i 3 E eE ATEA 
[var = an fr RE BUT RL 


Es sei zunächst n < m, und lassen wir die Fläche anfangen 
mit der Axe der y; man hat © = 0, und der Ausdruck der 
Fläche ist 
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1 n 
man mt may 
oder ; 

m— n m— n 
Man sieht dass ihr Werth endlich ist, obgleich sie sich unbe- 
grenzt im Sinne der Axe der y ausdehnt, weil die Axe der y 
Asymptote der Curve ist. Dieser Werth ist grösser als das 
Rechteck xy; zieht man dieses Rechteck ab, so bleibt ee s 
— n 

und die beiden Flächen stehen wieder in dem Verhältniss von 
m:n. 

Umgekehrt wird man, von dieser Eigenschaft ausgehend, 
eine Gleichung von derselben Form wie die vorgelegte finden. 
In der That, man hat 


Syd : [ydæ— sy = m:n, also (m—n) [ydı — may, 
und folglich 


— ny dæ = mady; 


daher 

= = — "2, mly =- nle #10, 
wo lC eine willkürliche Constante. Hieraus folgt sogleich 
y” — Ca" oder y” — C, eine Gleichung von der Form 


der vorgelegten. 


Die Fläche 77 

Also ist die mit einer willkürlichen Coordinate anfangende 
und unbegrenzt gegen eine der beiden Asymptoten erstreckte 
Fläche endlich oder unendlich, je nachdem die auf dieser 
Asymptote gezählte Coordinate in der Gleichung den grösseren 
oder kleineren Exponenten hat. 

Wenn n > m, so würde man zu derselben Conclusion ge- 
langen. Wenn m = n, so würde die Gleichung von der Form 
sein æy =— p? und eine gleichseitige Hyperbel darstellen, weil 
die Axen rechtwinklig sind. Man würde jetzt haben 


[sa =» [= mis + 0. 


Wollte man, dass die Fläche mit der Axe der y anfinge, 
so würde die Constante C unendlich sein; woraus man sieht, 


wird mit æ unendlich. 
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dass die zwischen irgend einer Ordinate und der Axe der y 
liegende Fläche unendlich ist. 
Lässt man sie anfangen mit der Abscisse sọ, so hat man 
C = — pèlzo , 
und die Fläche hat den Ausdruck 
x 
pl T . 
Setzt man x, = p, so fängt die Fläche an mit der durch den 
Scheitel- der Hyperbel geführten Ordinate; und nimmt man p 
zur Einheit, so wird ihr Ausdruck læ. Wegen dieser Eigen- 
schaft hat man den Neper’schen Logarithmen den Namen 


hyperbolische Logarithmen gegeben. 
290. Ellipse. — Ihre Gleichung sei 


a?y? + b?x? — a?b2, oder y = 2 Va? — a; 


man hat 
free = fis Va?— a2 
Indem man theilweise integrirt, findet man 
fu ra Ver + [7 


a? = g2 
Aber 
sda (2?—a?+a?) da de _ æ 
Tap aa — are arena -n ap dæ Vera +a? arcsin” 


und indem man substituirt, kommt 
fa Va a eVa aaresint— f de Var a?— at? , 


Indem man die beiden Integrale vereinigt, welche man sich 
von derselben Grenze an genommen denkt, und eine willkür- 
liche Constante addirt, so kommt, wenn man noch durch 2 


dividirt und mit ss multiplicirt, 


Vera 
fie Bm IF IR are sin Z4 À. 


Will man, dass die Fläche mit der Axe der y anfange, so 
mab 


wird C — 0. Macht man dann x = a, so erhält man Zr a 
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als Inhalt des Ellipsenquadranten. Die Fläche der ganzen 


Ellipse ist also mab; sie wird ma?, wenn b = a. 
Ver —a. ; Fidel ; 
Das Glied ZT ist äquivalent mit = und misst 
> 


folglich das Dreieck, dessen Seiten « und y sind; folglich misst 
das Glied > are sin = den Rest der Fläche, d.h. den Sector, 


welcher gebildet wird durch die Axe der y, den Bogen der 
Ellipse und den vom Mittelpunkt nach dem Endpunkt dieses 
Bogens gehenden Radius. 

291. Hyperbel. — Ihre Gleichung sei 


AEAU . BR 
aty? — b22? — — a2b2, oder Yız$YST7 Ver — a2); 
da 


[var = five =e. 
a 


Und man findet, wenn man: denselben Gang wie bei der Ellipse 
befolgt, 


fs a ee 


soll die Fläche mit dem Scheitel anfangen, so muss ihr Aus- 


man hat 


druck Null werden für æ = a, woraus C = la, und die 


Fläche hat dann zum Werth 
bæ Vz? — a ab 2+ Aole 
aE 1° e, ddaa Baar VTE 


AT 


Das erste Glied ist gleich 5 ZY also ist s2 l 


der Ausdruck des Sectors ka der transversalen EN dem 
Hyperbelbogen und dem vom Mittelpunkt nach dem Endpunkt 
dieses Bogens geführten Radius. 

292. Cycloide. — Betrachten wir jetzt die auf ihren 
Scheitel A bezogene Cycloide; ihre Differentialgleichung ist 


N, y 
dæ 2a — y’ 


während 2a den Durchmesser des Erzeugungskreises bezeich- 


net. Die Fläche AMP hat zum Ausdruck 
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fyd oder Jay V2ay — y? 


sie ist. also denii mit der Fläche AQN des Erzeugungs- 
kreises. 
Die ganze Fläche ADK ist daher gleich der halben Kreis- 
Fig. 18. fläche, sowie auch 
die symmetrische 
FlächeC HA;und 
da das Rechteck 
CHKDC gleich 
4a? ist, so ist die 
Fläche CADC 
gleich 3a? oder 
gleich dem Drei- 
fachen des Erzeu- 
gungskreises. 


Was den Ausdruck für das Integral 
fay V2ay — y? 
betrifft, so wird man bemerken, dass es identisch ist mit 
Sdy Va— (y — a) ; 
es geht daher in dasjenige über, welches wir im Falle der 


Ellipse berechnet haben, indem man y — a mit x vertauscht. 
Man hat also 


fas V 2ay—y? = ura Bay! Yar sint — +C. 


a 


Nimmt man das Integral von y — 0 an, so wird 
Den var 
= Tr 
und nimmt man zur zweiten Grenze y — 2a, so wird der 
Werth der Fläche 
u? 
2 ’ 


wie wir schon erkannt hatten. 

293. Logarithmische Spirale. — Die Gleichung die- 
ser Curve ist in Polarcoordinaten r — Ae% ; die Fläche zwi- 
schen zwei Radien - Vectoren, welche den Winkeln 6, und 0 
entsprechen, hat also zum Ausdruck 


zeo OE aa 
0 
Z feran, oder L (e730: atey, 
Oo 

oder 

r2 — 19? 

4a d 

indem man durch rọ und r die extremen Werthe des Radius 
bezeichnet. 

Geht man aus von u = 0, d. h. sucht man die Grenze 
der Fläche zwischen dem festen Radius r und einem anderen, 
dessen Endpunkt sich dem Pole nähert, -während seine Rich- 
tung sich unendlich oft um diesen Asymptotenpunkt herum- 
p2 
grs 
wie das Quadrat des Radius- Vector. 


dreht, so findet man einfach Diese Fläche wächst also 


Rectification der Curven. 


294. Wir haben in der Differentialrechnung bewiesen, dass 
das Differential des Bogens einer ebenen Curve V da? + dy? 
und einer doppelt gekrümmten Curve V da? + dy? + de? 
ist, bei rechtwinkligen Axen. Machen diese Axen irgend welche 
Winkel mit einander, so weiss man, welche Glieder unter der 
Wurzel zu addiren sind; aber gewöhnlich nimmt man rechte 
Winkel an. Der Bogen, dessen Endpunkte den Abscissen æo 
und x entsprechen, hat im ersten Falle den Ausdruck 


SVT F dp, 


und im zweiten 
J Vde F dy? + dz?. 


Wenn die ebene Curve auf Polarcoordinaten bezogen ist, 
so haben wir gesehen, dass das Differential ihrer Länge den 
Ausdruck hat 


dr? + r2d#? , 
und ihre Länge wird folglich ausgedrückt durch 
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0 
JSV ar + rdi? , 
Oo 
während 6, und 0 die extremen Werthe des Winkels 6 sind. 
295. Parabel. — Nehmen wir zuerst die Parabel mit 


der Gleichung 
j = 2p«, daher ydy —= pde, da = ydy 7 


2 
Vda F dy? — dy y ft -i 


Die Länge des Bogens, dessen Endpunkte zu den Abscissen 
Yo und y gehören, hat also den Ausdruck 


so hat man 


1 1 — —— 
1 fay HTP = PUVP FPEO ENEO: 
Yo 
Soll der Bogen mit dem Scheitel anfangen, so ist 
C= — plp, 
und der Ausdruck dieses Bogens wird 


ELES AE A EAS a 
2p 2 P 


296. Ellipse. — Die Gleichung der Ellipse 
a? y2 + b2 22 — a?b2 


giebt 
| = PER ap 
de a2y ’ 
a? — e? y? 
ds = VAR FiF = da V EZEZ, 


indem man V a? — b? durch ae bezeichnet. 

Da die Abscisse æ immer kleiner ist als a, so kann man 
setzen 

æ = amp; 
daher 
dæ = aoospdp, ds = ady VI = esing:.. 

Um diesen Ausdruck zu integriren, entwickelt man die Wurzel 
in eine Reihe, was erlaubt ist, weil das zweite Glied kleiner 
als das erste. Man erhält so 
` Duhamel, Diff.- und Int.- Rechnung. 17 
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: h 1 ; E-i 
(1 — e? sin 92%) — 15 arein pP — 377 etsin pt —.. 
1.1.3...(2m 
aaa We en main, 


und folglich 

= u[9 5 e fingod- e sinptdp — 

s= 3 2.4 ILERA 
EEB. BmB an foa gado). 


2.4.6...2m 
Diese Reihe wird um so schneller convergiren, je kleiner die 
Excentricität e ist. Integrirt man von ọ = 0 an, so hat man 
fon g™mdg = — <> [sin g?m—1 = fog geg T 


(2m — 1) (2m —3)...3 ng] mn. 

Panu maaa IET aE g, 
und wenn man als zweite Grenze ọ — S nimmt, so hat man 
folgenden Ausdruck für den vierten Theil des Umfangs der 
AIR 


-(3.) = 3 17 ORE a e 2 
EN e? nn A e? Au 
a 2° 2.4 5 \2.4.6 
$ ee æ) — | 
aa T = T. .2m 2% 


Für e= 0 wird aus der Ellipse ein Kreis vom Radius a, und der 


vorige Ausdruck reduecirt sich auf T welches in der That 
der vierte Theil der Peripherie ist. 
297. Hyperbel. — Die Gleichung 


a? y? — b2 g2 — — a2 b2 


d b2 æ : Ber 
my’ ds = V da? + dy? — da =@-a’ 


indem man setzt 
a? + b2 —= ae. 
Da die Werthe von æ immer grösser sind als a, so wird 


a 
man æ = —— setzen, und man hat 
cos p 
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ds = ae er re: j ; 
cos p? e? 
Entwickelt man die Wurzel in eine Reihe und integrirt von 
9 — 0 an, welches æ — a entspricht, so erhält man 
p 
a dp 1 cosg? 1.1 cos g4 
m f ap i Ri a a E a a A 
Be 1.1.3...(2m — 3) cos p?m 
2.4.6...2m emm =|: 
daher 
DA ap a 1:2 og: 1.1.3 cost 
iss aetangp— 5 — fa fm + 546 zn Fa 
T 4 Au .(2m — N cos pena | 
2.4.6...2m em—2 a 


x 
Wenn æ unbegrenzt wächst, so convergirt ọ gegen z> und s 


wächst unbegrenzt. Aber, wenn man die zwischen 
dem Bogen und dem Theile der Asymptote sucht, welcher 
vom Mittelpunkt bis zu dem Punkte reicht, der der Abscisse 
des Bogenendes entspricht, so convergirt diese Differenz gegen 
eine Grenze, deren Ausdruck sich leicht erhalten lässt. In 


der That, dieser Theil der Asymptote ist gleich — 


e 
;und wenn 
p 


man davon s abzieht, so bleibt 


ae(l—sinp) 1.1cosgp? , 1- a i „ut 
he “far Be 2.40? TEIT +f: 


cos p 
Geht man nun zu der Grenze $ — 5 über, so kommt 
na 1 1 1.3 1 1 /1.3.5 TV 
altz A t3 3 1° ai +27 > +|: 
298. Cycloide. — Die Gleichung der Cycloide auf 


ihren Scheitel bezogen ist 


; 2a—y’ 
daher 


ds — dy ı+ = = ylay V2a; 
17* 
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folglich 
und lässt man den Bogen im Scheitel anfangen, so hat man 
C = 0, und s = 2V 2ay f 

Macht man y = 2a, so hat man den halben Perimeter der 
Cycloide gleich 4a. Für jeden Werth von y ist s doppelt so 
gross als die Länge der Tangente. 

Zu diesen Resultaten waren wir schon durch die Theorie 
der Evoluten gelangt. 

299. Logarithmische Spirale. — Die Polargleichung 
dieser Curve ist 

r— A af daher dr — Aae”! d0; 


ds—V dre mdf Aa) e O AF AVI E. can. 
Also 


ya SEN. a ap „Via iiin a? 


+l=r ro. 


Fängt der nt im Pol an, der ein | der 


Curve ist, so hat man 
Vl-+ a 
7 f 


C ESO d =r 
Dieser Ausdruck ist gleich jenem für die Länge der im End- 
punkte des Bogens gezogenen Tangente bis zu der Senkrechte, 
die durch den Pol zu dem Radius-Vector gezogen ist. 

300. Denken wir uns jetzt die Punkte durch drei Polar- 
coordinaten bestimmt. Den Winkel ( mache der Radius- Vector 
r mit der Axe der z, und den Winkel y bilde seine Projection 
auf die Ebene X Y mit der Axe der æ. Eine jede Curve wird 
bestimmt durch zwei Gleichungen zwischen r, %, 0. Die 
Gleichungen, welche allgemein æ, y, als Functionen von 
r, 0, y bestimmen, ergeben dx, dy, de durch r, 0, Y, dr, d0, dy; 
und substituirt man in V dæ? + dy? + d2?, so hat man den 
Ausdruck des Bogendifferentials in Polarcoordinaten. Aber 
man kann dazu auf folgende Weise direct gelangen. 

Denkt man sich eine Kugelfläche beschrieben aus dem 
Pol als Centrum mit dem Radius r, so schneidet sie den Ra- 
dius r + dr in einem Punkte, welcher, wenn man ihn mit dem 
Ende von r durch den Bogen eines grössten Kreises verbindet, 
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ein unendlich kleines rechtwinkliges Dreieck bestimmt, worin 
ds die Hypothenuse und dr-eine Kathete ist. Um die dritte 
Seite zu bestimmen, legt man durch die Axe der z zwei Ebenen, 
welche respective die beiden Radien enthalten, und mit einander 
den Winkel dẹ bilden werden; ferner legt man durch einen 
Endpunkt dieser dritten Seite eine Ebene parallel mit X Y: 
die gesuchte Seite ist die Hypothenuse eines auf der Kugel- 
fläche verzeichneten rechtwinkligen Dreiecks, dessen Catheten 
respective r sin Ody und rd) sind. Man hat also 


ds — V dr? + r2dV? + r2 sin? dy?; 
und um s zu erhalten braucht man nur zwei Variablen durch 


die dritte nach den Gleichungen der Curve auszudrücken und 
zwischen den verlangten Grenzen zu integriren. 


Cubatur der Umdrehungskörper. 


301. Betrachten wir jetzt den Körper, welcher erzeugt 
wird durch die Umdrehung einer ebenen Fläche um eine in 
ihrer Ebene liegende Axe, welche wir zur Axe der æ nehmen. 
Die Gleichung der Curve, welche diese Fläche begrenzt, ist 
zwischen zwei Coordinaten x, y gegeben, welche in der Ebene 
YAX liegen, worin sich anfänglich diese Curve befindet. Dies 
vorausgesetzt, nehmen wir uns vor, das zwischen zwei zur 
Rotationsaxe senkrechten Ebenen, enthaltene Volumen zu be- 
stimmen, welches erzeugt wird durch den Theil MN MÌN’ 
der Fläche. Hierzu werden wir das Differential dieses Vo- 
lumens suchen, das man als das unendlich kleine Increment 

Fig. 19. betrachten kann, welches das 
Volumen V annimmt, wenn 
die Variable x, deren Function 
es ist, das Increment dæ er- 
hält. Es sei QR—de; dV 
wird als das durch die Fläche 
NKN'K' erzeugte Volumen 
betrachtet. Wenn man aber 
durch die Punkte N, N’ Pa- 
rallelen zu A X zieht, so wird 
man NKNKA' durch ein 
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Rechteck ersetzen, das ein Volumen erzeugt, dessen Verhält- 
niss zu dem exacten Increment des Volumens die Einheit zur 
Grenze hat; was man wie für die Flächeninhalte beweist. Aber 
das Volumen, welches dieses Rechteck erzeugt, hat zum Maasse 
x (y2 — y’?) dæ, während y und y’ die Ordinaten NQ, N’ Q 
bezeichnen; also hat das, zwischen zwei den Abscissen z), æ 
entsprechenden Ebenen, enthaltene Volumen den Ausdruck 


V = n f (y? — y”) da. 

Will man das ganze Volumen haben, so muss man zu Grenzen 
dieses Integrals den kleinsten und den grössten der Werthe 
von æ nehmen, welchen Punkte der gegebenen Fläche ent- 
sprechen. 

302. Ellipsoid. — Nehmen wir an, die erzeugende 
Fläche sei die einer Ellipse, welche um eine ihrer Axen rotirt. 
Ihre Gleichung ist 


b2 
yi za Zax — æ), 
und man hat 
v= Tp [ar — a) de = ZË (am i S) +o. 


Soll das Volumen mit dem Scheitel anfangen, so hat man 
xb? x3 
C = 0 und Ma an (a — 2). 
Das ganze Volumen des Ellipsoids erhält man für z — 2a, 
dies giebt 
4nb2a, 
8% 


pie 


zia UA KEANE ; 
es wird — mxa, wenn b = «a, d. h. wenn das Ellipsoid eine 


3 
Kugel vom Radius « ist. 

Es ist zu bemerken, dass das Differential dV, da es keine 
Wurzeln enthält, nicht imaginär wird ausserhalb der Grenzen 
O und + 2a; es ändert nur sein Zeichen, und ist, bis auf 
das Zeichen, gleich dem Differential des durch die Hyperbel 


y— A (2? — 2a) 


erzeugten Volumens. Hieraus folgt, dass wenn man in dem 
Ausdruck von V der zweiten Grenze einen negativen Werth 
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giebt, man das Volumen des Hyperboloids, von diesem Werthe 
von æ an bis zu æ = 0, erhält; dass wenn man æ einen- posi- 
tiven kleineren Werth als 2a giebt, man das Volumen des El- 
lipsoids von æ — 0 bis zu dieser zweiten Grenze hat; und 
dass endlich, wenn man x einen grösseren positiven Werth als 
2a giebt, man das ganze Volumen des Ellipsoids erhalten wird, 
vermindert um das zwischen x — 2a und der zweiten Grenze 
enthaltene Volumen des Hyperboloids. 

Will man also den Werth finden, welchen man æ geben 
muss, damit V gleich einem gegebenen Volumen, oder das 
Ellipsoid in einem gegebenen Verhältniss getheilt werde, so 
wird man drei reelle Werthe finden: den einen negativ, den 
anderen positiv und kleiner als 2a, und den dritten positiv und 
grösser als 24. Aber der zweite allein genügt der Bedingung, 
das Ellipsoid in dem verlangten Verhältniss oder so zu theilen, 
dass V einen gegebenen Werth habe, wofern dieser kleiner 
ist als ea ab?u. 

d 

303. Betrachten wir noch den durch Rotation eines Kreises 
um eine in seiner Ebene liegende Gerade erzeugten Körper. 
Die Gleichung dieses Kreises sei 

Q — P He — ay = R, 
oder 
RE o m Var. (2 P 
Fig. 20. Das Differential des Volumens 
Ist 


x (l FB MP) dx 
oder 

AnßdeVR®— (x — a}, 
oder auch 

2zß. MMdx. 

Aber MM'dx ist das Dif- 
ferential der Fläche des er- 
zeugenden Kreises. Also ist 
das Volumen, welches erzeugt 
wird durch den Theil des Kreises, der zwischen irgend zwei 
Ordinaten liegt, gleich dieser Fläche multiplicirt mit 2 x ß, d. h. 
mit der durch den Kreismittelpunkt beschriebenen Peripherie. 
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Um das ganze Volumen des Körpers zu haben, muss 
man die Kreisfläche multipliciren mit der durch den Mittel- 
punkt beschriebenen Peripherie, was 2”? ß R? giebt. 

Dasselbe Resultat würde man finden durch Integriren des 
Differentials de V R? — (x — «)?, welches wir schon bei der 
Quadratur der Ellipse und des Kreises fanden. 


Quadratur der Rotationsflächen. 


304. ‚Unter dem Inhalt einer krummen Fläche ver- 
steht man die Grenze des Inhalts eines dieser Fläche einge- 
schriebenen oder umgeschriebenen Polyeders, dessen unendlich 
kleine Flächen zu Grenzen ihrer Richtungen die Tangential- 
ebenen in den verschiedenen Punkten dieser krummen Fläche 
haben. 

Hieraus folgt, dass man statt der ebenen Elemente, welche 
die Oberfläche des Polyeders zusammensetzen, krumme Flächen 
betrachten kann, deren Tangentialebenen zu Grenzen diejenigen 
der vorgelegten Fläche haben. Man kann also die, durch Ro- 
tation eines ebenen Curvenbogens um eine in seiner Ebene 
liegende Axe, erzeugte Fläche betrachten als die Grenze der 
Summe der unendlich kleinen Kegelstutzen, welche erzeugt 
werden durch die Seiten eines dieser Curve eingeschriebenen 
Polygons. Bezeichnet man durch y und y + dy die Ordi- 
naten der beiden extremen Punkte irgend einer dieser Seiten, 
deren Länge ds ist, so wird die Fläche des von ihr erzeugten 
Kegelstutzens gemessen durch 


27 (y + =) ds, oder durch 2xyds, . 


indem man das unendlich Kleine der zweiten Ordnung ver- 
nachlässigt. 

Also wird die durch den Bogen, dessen extreme Punkte 
x, und æ sind, aa Fläche ausgedrückt durch 


2a f'yds, oder 2x fy Vde: + dy?. 


305. Kllipgoid. ES olaan wir an, die Ellipse 
a?y? — b2x2? — — a2b2 
rotire um die Axe der æ, so wird sie eine Fläche beschreiben, 
deren Differential ist 
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Ei dæ V at — (a? — b?) x? . 
a? | 


Es sei zunächst a > b, und setzen wir 
a? — b? = a?e?; 
die mit « = 0 anfangende Fläche hat den Ausdruck 


z 
2mxbe fa Ve E a E 7 E H aresin 2]. 
% ; a e? a 


Es ist keine Constante zu addiren, weil die Fläche Null ist 
für x — 0. Die halbe Oberfläche des Ellipsoids erhält man, 
indem man g = a macht, was für die ganze Oberfläche giebt 


mb + 2rba 


Wenn e=0, a = b, so wird das Ellipsoid eine Kugel; da 
arc sin e 


arc sine. 


ausserdem gegen die Einheit convergirt, wenn e sich 


der Null nähert, so hat man 4 ma? als Oberfläche der Kugel 
vom Radius a. 
Es. sei zweitens «a < b, und setzen wir 
b2? — a = b2e; 
der Ausdruck der Fläche von æ —= 0 an ist 


Pzt 


"de as Knp 


mbe | vat at wt Vta 
ET" EE NS 


r E E R pa 
be 


Macht man æ = a, so ergiebt sich die halbe Oberfläche des 
Ellipsoids, und die ganze iein hat daher den Ausdruck 


Für e — 0 findet man a die Oberfläche der Kugel. In 
der That, der erste Theil wird 2mxa?; um den zweiten zu er- 
halten, wird man Va? + b?e? in eine Reihe entwickeln, welches 
erlaubt ist, weil b?e? gegen Null convergirend kleiner ist als 
a?, und man findet wieder 2ma?; was für die ganze Kugel- 
fläche 4a? giebt. 
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306. Lassen wir um die Axe der æ den Kreis rotiren 


(y — P)? + @— «)? = R?; 


der obere Theil wird eine Fläche erzeugen, deren Differen- 


tial ist 
2x [6 + VR?— (s —a)?] ds. 


Das Differential der durch den unteren Theil erzeugten Fläche 


ist 

2x [B — V R? — (æ — a)?] ds. 
Denkt man sich die beiden Differentiale zwischen zwei zur 
Axe senkrechten Ebenen enthalten, so sind æ und ds diesel- 
ben, und die Summe der beiden Differentiale wird 4x fds, wo- 
von das Integral 4xßs + C ist. 

Man erhält die ganze Fläche, wenn man s gleich der hal- 
ben Peripherie xR und C — 0 nimmt; dies giebt 

4n?ßR oder 2nK2nPß. 
Die Oberfläche des ganzen Körpers ist also gleich dem Pro- 
duct der erzeugenden Peripherie in die von ihrem Mittelpunkt 
beschriebene Peripherie. 

Man kann die durch den oberen Theil und die durch den 
unteren Theil der Kreislinie erzeugte Fläche getrennt berechnen. 
In der That, die erste ist 

2x [Bs + [ds VR®—(@— o)?] = 2x (Bs +f Rda) 
= 2x (s + Ra + 0). 
Um den ganzen oberen Theil zu haben, muss man für æ die 
Grenzen œ — R, « + R nehmen und s den Werth xR geben; 
dies liefert 
2mßR-+4AnR:. 

Bei der Berechnung des unteren Theils hat man nur das 

Zeichen des zweiten Gliedes zu ändern, und man findet 
2n?ßBR — 4r R. 

Ihre Summe ist 4x2? ß R, wie wir schon sahen. Ihre Differenz 

ist 8m R? oder das Doppelte der Kugelfläche vom Radius KR; 

es ist bemerkenswerth, dass diese Differenz nicht abhängt von 

der Entfernung des Kreises von der Rotationsaxe. 


Inhalt von Körpern, welche durch beliebige 
Flächen begrenzt werden. 


307. Wenn man einen Körper in unendlich kleine Ele- 
mente theilt durch senkrechte Ebenen zu einer der rechtwink- 
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ligem Coordinatenaxen, so kann man diesen Elementen Cylinder 
subsittituiren, welche zu Basen die durch diese Ebenen ge- 
machten Schnitte haben, und zu Höhen die Abstände dieser 
Ebemen: denn die Grenze des Verhältnisses dieser Cylinder zu 
den Körperelementen ist die Einheit. 


Kann man daher als Function von æ den Ausdruck der 
Fläche des Schnittes erhalten, welcher in dem Körper durch 
irgend eine zur Axe der æ senkrechte Ebene gemacht wird, 
so wird das Differential des Volumens F(z)dz sein, indem 
man durch F(x) die Fläche des Schnittes bezeichnet; und das 
Volumen des Körpers zwischen zwei zur Axe der x senkrechten 
Ebemen, welche den Abscissen sọ, æ entsprechen, wird ausge- 


drückt durch / F (x) da. Das Problem ist also dann zurück- 


To 
geführt auf die Integration einer bekannten Function von einer 
Variable. — Wenn man die Fläche des Schnittes nicht unmit- 
telbar ausdrücken kann, so wird man ihren Werth durch eine 
erste Integration erhalten. Bezeichnen wir durch z und z’ die 
Ordïnaten des oberen und des unteren Theils der Oberfläche. 
Diese sind gegebene Functionen von x und y, welche von ver- 
schiedener Natur sein können. Die Fläche des Schnittes, wel- 
cher irgend einem Werthe von æ entspricht, wird zum Aus- 
druck haben S (z2— 2’) dy, wobei y allein in den Functionen 
z und 2’ varüirt, während æ darin constant bleibt. Die Grenzen 
dieses Integrals sind die Werthe von y, welche den extremen 
Punkten des Schnittes entsprechen; diese Punkte werden im 
Allgemeinen diejenigen sein, worin die Tangente der Curve 
parallel ist zur Axe der z; und wenn man die sämmtlichen 
Schnitte betrachtet, so projiciren sich diese Punkte auf die 
Ebene XY nach der Spur des dem Körper umgeschriebenen 
Cylinders, dessen Kanten parallel sind zur Axe der z. Diese 
Werthe von y, welche die Grenzen dieses ersten Integrals bil- 
den, sind also bekannte Functionen von æ, und folglich ist 


T (z — 2’) dy eine Function von w, von welcher wir annehmen, 


dass ‚man sie bilden könne, und welche wir durch F (æ) dar- 
stellen werden. Die Aufgabe ist jetzt auf den ersten Fall 


zurückgeführt, und man braucht nur / F(æ)dæ zwischen den 
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zwei gegebenen Grenzen von æ zu berechnen. Diese zwei 
successiven Integrationen werden so ausgedrückt: 


z y 
[daf (e—?z) dy, i 
To Yo k 

worin yọ und y die beiden Functionen von æ bezeichnen, welche 


die Ordinaten ausdrücken von der Spur auf X Y, des um den 
Körper beschriebenen Cylinders, dessen Kanten parallel sind 
zur Axe der z. 

Diese Rechnung erfordert also nur zwei Integrationen von 
Functionen einer einzigen Variable. 

Man kann bemerken, dass dieses Verfahren darauf zurück- 
kommt, die Summe der Ausdrücke von der Form (z — 2^) dy dæ 
zu berechnen, wenn man x und y alle Werthe giebt, welche in 
der Projection des Körpers auf X Y enthalten sind und um 
unendlich kleine Intervalle dæ, dy sich unterscheiden. Dieser 
Ausdruck ist das Maass des Parallelepipeds mit der Basis dæ d y 
und der Höhe z— 2’; und dieses Volumen kann substituirt wer- 
den dem zwischen den vier Seitenflächen dieses Parallelepipeds 
enthaltenen Körperelemente, weil die Grenze ihres Verhältnisses 
die Einheit ist. Die Summe dieser Elemente zwischen zwei 
Ebenen vom Abstande dx wird ausgedrückt durch 


y 
da f (z — 2) dy, 


und die Summe dieser Tertii Ausdrüche in Bezug auf alle 
Werthe von æ ist die Summe aller] Elemente (z — 2’) dæ dy 
des Körpers. 

308. Bestimmen wir jetzt die Gleichung der Spur des 
dem Körper umgeschriebenen und zur Axe der z parallelen 
Cylinders. 

Es sei F (æ, y, 2) = 0 die Gleichung der Oberfläche des 
Körpers; die Tangentialebene in dem Punkt (25 y’/, z') hat zur 
Gleichung E 

(e— æ’) E le Aes = get gm! dz aA 0. 
In irgend einem Punkte der en des Cylinders 
und der gegebenen Fläche ist die Thaienkinlehene parallel zur 


Axe der z, und folglich LA 


Ta ~ — 0; die Gleichungen dieser Curve 


werden also sein 
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F P E 0. 
Eliminirt man x zwischen diesen Gleichungen, so erhält man 
ihre Projection auf X Y, welche die verlangte Curve ist. Neh- 
men wir an, ihre Gleichung sei ọ (x, y) = 0, so sind die 
Werthe von y, welche man daraus zieht, die Grenzen des in 
Bezug auf y genommenen Integrals. 

Was die Grenzen x,, æ betrifft, so sind diese zwei will- 
kürliche Werthe. Wenn man das ganze Körpervolumen haben 
will, so correspondiren diese Grenzen den extremen Punkten 
der Cylinderspur und werden erhalten, indem man die Punkte 
dieser Curve sucht worin die Tangente parallel ist zur Axe 
der y, oder auch die Punkte der Oberfläche worin die Tan- 
gentialebene senkrecht ist zur Axe der æ; sie werden bestimmt 
durch die drei Gleichungen pa o3 

ee Fe en 

309. Wollte man das Volumen des Körpers finden, wel- 
ches in dem Cylinder enthalten ist, der parallele Kanten zur 
Axe der z und eine durch ihre Gleichung gegebene Basis auf 
der Ebene X Y hat, so würden die Grenzen der Integration 
in Bezug auf y die Functionen von x sein, welche man durch 
Auflösen dieser Gleichung nach y finden würde. 

310. Ellipsoid. — Die Gleichung des auf seine Axen 
bezogenen Ellipsoides ist 


2 2 
en 
a? b2 c? 


Der Schnitt durch eine zur Axe der x senkrechte Ebene 
ist eine Ellipse von der Gleichung 
2 g2 æ? 
rma L 
wenn x die Entfernung dieser Ebene vom Anfangspunkt be- 
zeichnet, welche constant ist für denselben Schnitt und variabel 
von einem Schnitte zum anderen. Man kann die Fläche des 
Schnittes durch die Formel berechnen, welche wir für die 
Quadratur der Ellipse gaben. 
Die Halbaxen sind in diesem Falle 


J g? 
oVı ru 
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en 


also ist die Fläche des Schnittes 


x? 
abe (1 — An 


dies ist der Werth des Integrals 
y 


Yo 
Es bleibt daher zu integriren 
abe f (1 — &) az, 
a 


g3 


T 
zbe (2 — 3 nt ga) 


Macht man sọ = — a, 2 = a, so hat man das ganze Vo- 


welches giebt 


lumen des Ellipsoids, dessen Ausdruck ist $ mabe. 


Man sieht, dass das Volumen des Ellipsoids zwei Drittel 
beträgt von dem umgeschriebenen geraden Cylinder, dessen 
Kanten parallel sind zu irgend einer der Axen. 


311. Sind die Axen nicht rechtwinklig, so werden sich 
die Rechnungen nur um constante Factoren unterscheiden. 
Es sei A der Winkel der z- Axe mit der y-Axe, und u der 
Winkel der x- Axe mit der Ebene YZ. Der Schnitt, welcher 
gemacht wird durch eine zu YZ parallele Ebene, hat zum 
Ausdruck 


y 
S («— N) dy sinh, 


yo 
und das Volumen zwischen dieser und der unendlich nahen 
Ebene ist 


sin u da f (e — 2)-dy sin A. 
Das gesuchte Volumen ee also ausgedrückt durch 
sin u sin afda f E=) dy. 
In dem Falle des auf Aonais Durchmesser 2a’, 2b’, 2c 


bezogenen Ellipsoids findet man 5 na'b'c’ sinu sin Ah. 
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Da dieser Ausdruck gleich 5 mabe sein muss, so folgt 
aʻb'c' sin u sin à = abc, welches zeigt, dass das auf den 
conjugirten Durchmessern construirte Parallelepiped constant 
ist. Man sieht noch, dass das Volumen des Ellipsoids zwei Drit- 
tel von dem umgeschriebenen Cylinder beträgt, dessen Kanten 
parallel sind zu irgend einem Durchmesser, und dessen Basen 
parallel sind zu der conjugirten Ebene dieses Durchmessers. 
Dies beweist, dass alle dem Ellipsoid auf diese Weise um- 
geschriebenen Cylinder äquivalent sind. 

312. Wenn die Gleichung der den Körper begrenzenden 
Oberfläche in Polarcoordinaten r, 0, % gegeben ist, so ist es 
angemessen, das Differential des Volumens in demselben System 
auszudrücken. Hierzu denkt man sich. eine Kugel aus dem 
Pol als Mittelpunkt mit der Einheit als Radius beschrieben; 
und man theilt ihre Oberfläche durch unendlich nabe grösste 
Kreise, deren Ebenen durch die Axe AZ gehen, und durch 
kleine Kreise, deren Ebenen parallel zu XY und einander 
unendlich nahe sind. Der allgemeine Ausdruck der Vierseite, 
welche die Kugelfläche zusammensetzen, ist sin 0 d0 dy. Nach- 
her denkt man sich einen Kegel, der seine Spitze im Pol und 
dieses Vierseit zur Basis hat, und sucht das Volumen des 
Körpers, welches in diesem unbegrenzten Kegel liegt. Der 
Theil dieses Volumens zwischen zwei Kugelflächen vom Radius 
r und r + dr hat zum Maass 

r? sin 0 dr db dv. 
Integrirt man nun diesen Ausdruck in Bezug auf r zwischen 
den zwei Werthen r, und r, welche sich auf die zwei Grenz- 
flächen des Körpers beziehen, so erhält man das in dem Kegel, 
den man betrachtet hat, enthaltene Volumen. Sein Werth ist 


+ (r3 — ro?) sin 0 d0 dv; 


r und r, sind bekannte Functionen von.d und y. Wenn man 
jetzt in Bezug auf 0 zwischen den zwei Werthen integrirt, 
welche sich auf die Grenzen des Körpers beziehen, und be- 
kannte Functionen von % sind, so erhält man 


6 
2 F (r3 — r?) sin 0 d0 
6% 
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Das Resultat dieser Integration wird eine Function von % sein, 
welche man zwischen den zwei Werthen zu integriren hat, 
welche sich auf die Ebenen beziehen, zwischen denen der Kör 
per enthalten ist. 

Wenn der Pol im Inneren des Körpers liegt, so sind 0 
und x die Grenzen von 9; diejenigen von % sind O und 2x, 
und die untere Grenze von r ist Null. Das Volumen wird 
Jann ausgedrückt durch 

‘ m- 27 
5 rè sinl d dy. 


0 


Quadratur beliebiger krummer Flächen. 


313. Wenn wir eine beliebige Fläche durch unendlich 
nahe Ebenen theilen, von welchen die einen senkrecht sind zur 
Axe der æ, die anderen zur Axe der y, so kann man statt 
eines jeden der die Oberfläche zusammensetzenden Vierseite, 
dessen Projection auf X Y, dæ dy sein wird, den Theil der Tan- 
gentialebene in irgend einem Punkte der Fläche dieses Vier- 
seits nehmen, welcher dieselbe Projection dæ dy hat. Es folgt 
dies aus dem Sinne, in welchem wir den Inhalt der krummen 
Oberflächen verstehen. 

Wir nehmen an, dass diese Tangentialebene in einem 
Punkte der Oberfläche geführt ist, welcher sich in einer Ecke 
des Vierecks dæ dy projicirt, und wir wählen denjenigen Punkt, 
dessen æ, sowie sein y, am kleinsten ist; so dass, wenn seine 
Coordinaten x, y sind, diejenigen der gegenüberstehenden Ecke 
æ-+dæ, y+dy sind. Da nun der Inhalt einer ebenen Fläche 
gleich ist ihrer orthogonalen Projection, getheilt durch den 
Cosinus des Winkels ihrer Ebene mit der Projectionsebene, so 
hat man, wenn s den Inhalt der krummen Fläche bezeichnet, 


ds = da dy 7 1 + (3 ger Zar = dadyV1+p®+qQ, 


worin dz : z oder p, q die partiellen Ableitungen der Func- 


tion von « und y sind, welche die Ordinate der krummen 
Oberfläche darstellt. 
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Um also die Fläche zu erhalten, welche sich auf die Ebene 
XY in dem Innern einer durch die Gleichung ọ (æ, y) = 0 
gegebenen Curve projieirt, wird man zuerst den Theil zwischen 
zwei zur Axe der æ senkrechten Ebenen suchen, welche von 
einander um die unendlich kleine Grösse dx abstehen. Hierzu 
wird man in Bezug auf y, indem man x als constant betrach- 


tet, den Ausdruck dedyV 1--p?-+ q? integriren; die Grenzen 
dieses Integrals sind die durch die Gleichung (x, y) = 0 
gegebenen Werthe von y. Bezeichnen wir diese beiden Func- 
tionen von æ durch yọ, y. Die Fläche zwischen den zwei 
Ebenen wird also eine Function von x sein, welche ausgedrückt 
wird durch 
y 
PEI ETETE T PR. 

Wenn man jetzt Bass Ausdruck in Bezug auf æ integrirt 
zwischen den zwei auf die Grenzen der Curve ọ (æ, y) = 0 
sich beziehenden Werthen, welche der Gleichung 

dp 
2 BA 
genügen werden, so erhält man ein Resultat, welches weder «æ 
noch y mehr enthalten und das Maass des verlangten Inhalts 
sein wird. 

314. Will man die ganze Oberfläche eines endlichen 
Körpers haben, so braucht man nur als Gleichung (x, y) = 0 
diejenige der Curve zu nehmen, in deren Innerem sich der Kör- 
per projieirt, und successive oder zu gleicher Zeit den unteren 
und den oberen Theil der Fläche zu betrachten. Wie diese 
Curve bestimmt wird, haben wir bei Messung der Volumina 
angegeben. 

315. Anwendung auf die Kugel. — Ihre Gleichung 


æ? -+ y? + 22 = R? 


giebt 
BR a a A a any 
da. 2’ dy PIK 
"ap _ Rdzdy Rdzdy 
E =dq V142 +% = a Ve 
dy ; y 
Typ mes = Arc 8N VRı _ u 
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 18 
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In diesem Falle sind die Grenzen von y 
— VR-#uwd-+ VR 2; 


y 
f: ORTEN. ENE RL A 
y VEP y? 
Es bleibt also zu integriren mRdæ zwischen æ = — R, 
æ —= + R, welches 2x R? zum Ausdruck der oberen Fläche 
giebt; dasselbe Resultat würde man für die untere Fläche 
finden, und die ganze Oberfläche ist gleich 4m R2. 


daher 


GABINET MATEMATYCZNY 
Tawarzystwa Naukowago Warszawsklagg 
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Regeln über die Convergenz der Reihen. 


Unter Reihe versteht man eine Folge von positiven oder 
negativen Gliedern, deren Anzahl unendlich ist. 

Man nennt eine Reihe convergent, wenn die algebraische 
Summe ihrer n ersten Glieder gegen eine bestimmte Grenze 
convergirt, indem n unbegrenzt wächst. Im anderen Falle 
heisst sie divergent. 

Die Entwicklung in Reihen kann sehr nützlich sein für 
die angenäherte Bestimmung sowohl der constanten als vari- 
ablen Grössen. Aber offenbar kann man in den numerischen 
und algebraischen Rechnungen eine beliebige Grösse nur dann 
durch eine Reihe ersetzen, wenn letztere zur Grenze diese 
Grösse selbst hat. Es ist daher nothwendig. Kennzeichen zu 
haben, nach welchen man beurtheilen kann, ob eine gegebene 
Reihe convergent ist oder nicht. Wir werden die einfachsten 
hierüber bekannten Regeln auseinandersetzen, von denen einige 
aus dem Cours d Analyse von Cauchy entnommen sind. 

Wir bemerken zunächst, dass die Summe der Glieder 
einer Reihe nicht gegen eine bestimmte Grenze convergiren 
kann, wenn die Grösse der Glieder nicht gegen Null conver- 
girt. Dies ist vollkommen evident, wenn alle Glieder einerlei 
Zeichen haben, weil dann ihre Summe mit ihrer Anzahl unbe- 
grenzt wachsen würde. Aber auch bei verschiedenen Zeichen 
könnten die successiven Summen nicht einer bestimmten Grösse 
nahe kommen bis auf eine Differenz, die kleiner wäre als jede 
gegebene Grösse, weil zwei consecutive Summen unter einander 

18* 
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immer eine endliche Differenz hätten, die das Glied wäre, mit 
welchem die letzte abbricht. 

Es ist also unerlässlich, damit eine Reihe convergent sei, 
dass ihre Glieder zur Grenze die Null haben; aber dies ist 
nicht hinreichend, wie wir Gelegenheit haben werden wahrzu- 
nehmen. Man muss sich immer versichern, dass indem man 
vom Anfangsgliede ab eine Anzahl von Gliedern nimmt, die 
gross genug ist, die Summe der folgenden, welche Anzahl man 
auch davon nehmen mag, unter einer Grösse bleibt, welche so 
klein vorausgesetzt werden kann, als man will. 

Es ist ferner nützlich zu bemerken, dass wenn eine Reihe 
mit lauter positiven Gliedern convergent ist, sie es noch sein 
wird, wenn man alle ihre Glieder mit irgend einer und dersel- 
ben Zahl oder auch mit verschiedenen positiven oder negativen, 
nur endlichen Zahlen multiplicirt. In der That, weil die Summe 
der Glieder der ersten Reihe, welche über ein gewisses 
Glied hinaus liegen, kleiner vorausgesetzt werden kann als jede 
gegebene Grösse, so wird dasselbe in der zweiten Reihe statt- 
finden; denn die Summe ihrer Glieder von diesem Gliede 
an, selbst wenn man sie alle mit demselben Zeichen nimmt, 
ist kleiner als die Summe der correspondirenden Glieder der 
ersten, multiplieirt mit dem grössten der eingeführten Factoren, 
welcher endlich vorausgesetzt ist. 


316. Die Reihe 
+3 +3 +44. +7 + 
LE a Ha a gr 
bietet ein Beispiel einer unendlichen Folge von unbegrenzt ab- 
nehmenden Gliedern dar, deren Summe keine Grenze hat. 


In der That, bilden wir die Summe der auf I folgenden n 
Glieder, oder 
1 1 | 1 
aan am Hz Feet Ba Ra = 77% 

sie ist offenbar grösser als 

N 2 oder =- oder = 

Fi Tu 2n p! 
Bei welchem Gliede man also auch in der fraglichen Reihe 


stehen bleibt, so kann man immer eine Anzahl von darauf fol- 
genden Gliedern nehmen, die gross genug ist um eine grössere 
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Summe zu geben als 5; und folglich convergirt die Summe 


der Glieder dieser Reihe gegen keine Grenze, sondern wächst 
unbegrenzt. 


Reihen, deren Glieder sämmtlich positiv sind. 


817. Erster Lehrsatz. — Eine Reihe ist convergent, 
wenn das Verhältniss eines Gliedes zum vorhergehen- 
den gegen eine kleinere Grenze als die Einheit con- 
vergirt, je grösser sein Stellenzeiger wird. Sie ist 
divergent, wenn diese Grenze grösser ist als die 
Einheit. 

Die Reihe sei 


uo -H u F u F.. u Furt... 


. u . . 
und nehmen wir an, dass ÈH eine Grenze k habe, kleiner 
n 


als die Einheit. Es sei œ irgend eine bestimmte Zahl zwischen 
1 und %; a wird zuletzt beständig unter « liegen, wenn u 
n 


einen gewissen Werth übertroffen hat. Indem man die Reihe 
von irgend einem Gliede an betrachtet, das über diesen Werth 
hinaus liegt, hat man diese unendliche Folge von Ungleich- 
heiten: 

S e ia miaa EA MN 

Un Un+1 Unt 
woraus folgt 

Unti Un: Unpe S U Uns Uppg LR? Ungi oss 

Alle Glieder, von w„+rı an, liegen also unter denjenigen der 


Reihe 


u 


om F un Hau, H... 

welche eine abnehmende geometrische ist und folglich eine 
Grenze hat. Also hat auch die vorgelegte Reihe eine Grenze, 
weil die Summe ihrer sämmtlich positiven Glieder beständig 
wächst und doch unter einer gewissen endlichen Grösse bleibt. 

Es ist sogar leicht den Fehler zu schätzen, den man be- 
geht, indem man bei irgend einem Gliede stehen bleibt. In 
der That, man hat 
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Un F Unj Fe < unl Hapa.. 


daher 


lim (un + una +...) < r 


Der durch Abbrechen mit dem Gliede «„_, begangene Fehler 


x . 


Aber u, ist eine bekannte Grösse, 


ist also kleiner als — 
l~g 


welche so klein sein kann als man will, weil die Glieder der 
Reihe, da sie unter denen einer abnehmenden geometrischen 
Progression liegen, kleiner werden können als jede gegebene 
Grösse; was « anbetrifft, so wird es im Allgemeinen ziemlich 
leicht sein, einen hinreichend angenäherten Werth dafür zu 
erhalten. 

Es ist evident, dass unser Raisonnement nicht voraussetzt, 


u 1 . . . 
dass —# wirklich eine Grenze habe, sondern nur dass es zu- 
n 


letzt immer unter einer bestimmten Zahl liege, die kleiner ist 
als die Einheit. Wir haben uns so ausgedrückt, weil nur in 
sehr ausnahmsweisen Fällen diese Function von n einen unbe- 
stimmten Werth hat, wenn n unbegrenzt wächst. Diese Be- 
merkung ist auf alles Folgende anwendbar. 

318. Wenn man dagegen hätte k > 1, so wäre zuletzt 
nn > «, während « zwischen 1 und % liegt und folglich 

n 

grösser ist als die Einheit. Man würde jetzt haben 


Un > au; U nyo > EE 

Die Glieder der vorgelegten Reihe würden also unbegrenzt 
wachsen, und noch weniger würde die Reihe eine Grenze haben. 
Sie würde also divergent sein. 

Hätte man k — 1, so könnte man Nichts behaupten. 
In diesem Falle kann eine Reihe convergent oder divergent 
sein. 

319. Doch ist zu bemerken, dass wenn das Ver- 


hältniss —H zuletzt immer über seiner Grenze 1 liegt, die 
n 


Reihe divergent ist; denn dann werden die Glieder zulezt 
immer wachsen, und da sie alle positiv sind, so kann ilre 
Summe grösser werden als jede gegebene Grösse, weil des 
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selbst der Fall sein würde, wenn sie einen constanten Werth 
behielten, wie klein er auch wäre. 
320. Ist die Reihe geordnet nach den Potenzen einer 
Variable x, und hat man allgemein u, = A„a”, so wird das 


Verhältniss en zu frn æ; und indem man durch k die Grenze 


des Verhältnisses den bezeichnet, so wird die Bedingung der 


Convergenz sein 


woraus man zieht 
si - 
x —, 
k 


RO UT SR i 1 : 
Die Reihe ist also convergent wenn x kleiner als — , und diver- 


k 


1 I ale 
gent wenn x grösser als y. Es kann Ungewissheit "statt- 


finden wenn x gleich = : 


k 
Analoge Bemerkungen können bei den folgenden Regeln 
gemacht werden. 
Bei Anwendung der vorhergehenden Regel auf die Reihe 


1 1 1 ER | 
Kl is Ban aa ey PE aa: al gr a Dan INS 


findet man 


und folglich 


also ist die Reihe convergent. Ihre Grenze ist gebrochen und 
liegt zwischen 2 und 3; denn die Folge der Glieder i+ +... 


liegt unter denen, der mit den beiden ersten anfangenden geo- 
metrischen Progression, und die Grenze dieser letzten ist klei- 
ner als die Einheit. Um eine Grenze für den Fehler zu er- 


halten, den man begeht, indem man mit dem Gliede Rn 
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Un+1 
n 
immer abnimmt, die folgenden Glieder unter denen der geo- 
metrischen Progression liegen, deren beide ersten Glieder die 


abbricht, wird man bemerken, dass, weil das Verhältniss 


: 1 
unmittelbar auf ER folgenden, d. h. 


1 1 
Bi EIEEE aA e WOE CTE ITD@+2 
sind. Also liegt die Summe der vernachlässigten Glieder der 
. vorgelegten Reihe unter der Grenze der Summe dieser Pro- 
gression, welche ist 
n+ 2 


1.2...n(a + 1% 
Dies ist also eine Grenze des Fehlers, den man begeht, indem 


: 1 5 
man mit AT EEA aufhört. 


Man könnte um so mehr als Grenze den einfacheren Aus- 


druck nehmen 
1 


ri . (n — l)n?’ 
dessen Werth grösser 3 der erste ist. 
Diese Reihe ist von grossem Nutzen in der Analysis, und 
man bezeichnet ihre Grenze gewöhnlich durch den Buch- 


staben e. 

Man kann leicht beweisen, dass ihr Werth incommensura- 
bel ist. 

In der That, nehmen wir an, er sei commensurabel; da 
er nicht ganz ist, so wird er durch einen irreducibeln Bruch 


N: wo q > 1, dargestellt werden; man würde also die 


ri haben 
1 


Be 
Fi 1+ = +75 >; 4 —, raa Te 
Durch Multipliciren mit 1. er 3... q würde man erhalten 


EK OF E +2. KR ar RE 1 
T aa a Arie 


Nun ist die Grenze der Summe der gebrochenen Glieder auf 


www.rcin.org.pl 


— 281 — 


der zweiten Seite kleiner als die Einheit, weil diese Glieder 
unter denen der geometrischen Progression 


1 1 
ati tarmre 
liegen, deren Grenze N und folglich kleiner als die Einheit 


ist. Also würde die Grenze des zweiten Gliedes der letzten 
Gleichung nicht gleich dem ersten sein; was absurd ist, Hier- 
aus geht hervor, dass die Grenze der vorgelegten Reihe keiner 
commensurabeln Zahl gleich gesetzt werden konnte. Diese 
Grenze ist also incommensurabel, wie wir es beweisen 
wollten. 

321. Die durch e bezeichnete Grösse kann betrachtet 
werden als die Grenze eines anderen bemerkenswerthen Aus- 
drucks, den wir angeben wollen. 

Es bezeichne m eine ganze positive, unbegrenzt wachsende 
Zahl, und betrachten wir den Ausdruck 


J] N” 
h g 

welcher sich unter der unbestimmten Form 1” darbietet, wenn 
man darin m unendlich macht. Um die Grenze zu bestimmen, 
welcher er sich nähert wenn m unbegrenzt wächst, entwickeln 

wir ihn ni der binomischen Formel; wir erhalten 

Be 14 E MR 

( +3 MAGE i FI 4 1.3 m? 

m(m — ] m — n + 1) 1 
= "mn. menta = tt 

Alle Glieder auf der zweiten Seite sind positiv, und ihre An- 
zahl ist endlich und gleich m + 1. Man kann diese Gleichung 


auf die Form bringen 
yo DC 
Re are + RER TEL Typ, ARN 


a, 


Man sieht zunächst dass ein a PER von einem be- 
stimmten und unveränderlichen Stellenzeiger, zu gleicher Zeit mit 


(1) 
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m wächst; und da die totale Anzahl der Glieder auch wächst, 
so wächst ihre Summe beständig. Woraus folgt, dass (1 +)" 


zu gleicher Zeit mit m wächst. 

Man sieht ferner dass, da die Zähler der Glieder rechts 
kleiner sind als die Einheit, diese Glieder unter den entspre- 
chenden der Reihe liegen: 


1 1 1 1 
a are S a T O 
deren Grenze e ist. Woraus man schon schliesst, dass (+y 


immer kleiner als e ist; aber wir wollen beweisen, dass es 
sich e unbegrenzt nähert. 
In der That, das Glied welches n Glieder vor sich hat in 


1 
LEREN- n’ 
je mehr m wächst. Also kann die Summe der n -+ 1 ersten 
Glieder dieser Entwicklung sich so wenig als man will von 
der Summe s, der entsprechenden der Reihe (2) unterscheiden, 
wie gross auch die bestimmte Zahl n sei. Aber die Differenz 
zwischen s, und e kann kleiner werden als jede gegebene 
Grösse; also findet dasselbe statt für die Differenz zwischen e 
und der Summe der n + 1 ersten Glieder der Entwicklung 
(1), und a fortiori für die Differenz zwischen e und der ganzen 


Entwicklung (1) oder (1 + AN . Also convergirt (G+) 


m 


der Entwicklung (1), convergirt unbegrenzt gegen 


gegen die Grenze e, wenn m unbegrenzt wächst, indem es 
ganz bleibt. 
Betrachten wir jetzt positive, nicht ganze Werthe für m. 
Setzen wir m — n + £, wo & eine positive kleinere Grösse 
n-E 
als die Einheit. Der Ausdruck (14—)" wird (14) 
m ne 
aber man wird ihn grösser machen, wenn man den Nenner 
° n + & vermindert und den Exponenten n + & vermehrt, und 
kleiner durch Vermehren des Nenners und Vermindern des 
Exponenten. Der vorgelegte Ausdruck liegt also zwischen den 
zwei folgenden: 


(1 + Ie und (1 + zm) 
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welche man respective so schreiben kańn: 


1 \rH 
(1 + 5y (1 + >) und urn : 


Es ist aber evident, dass beide gegen die Grenze e convergi- 
; > z 1 
ren, weil n ganz ist, und weil ausserdem der Factor 1 -+ = 


1 
n+ 1 


heit convergiren. Also convergirt die Zwischengrösse (1+ =) 


und der Divisor 1 -+ 


mit wachsendem n gegen die Ein- 


gegen e, auf welche Weise die positive, unbegrenzt wachsende, 
durch m bezeichnete Grösse variire. 


1 ; rat 
Setzt man nn = «, so wird man das nämliche Resultat 
so aussprechen: 
1 


Der Ausdruck (1-+ «)* convergirt gegen die Grenze e 
wenn «& eine positive, nach irgend einem Gesetz gegen Null 
convergirende Grösse ist. 

Es bleibt der Fall eines negativen und gegen Null con- 


, ji $ PeT 
vergirenden m oder œ zu betrachten. In diesem Falle wird 


man 1 -4 « = setzen; ß wird eine positive gegen Null 


RD 
1 PB 


convergirende Grösse sein. Aus dieser Relation zieht man 


und folglich 


A 1+8 Es 
a+ = 04A = 0H AHH. 
1 
Da nun ß positiv ist, so convergirt (1 -+ ß)? gegen e, wenn 
ß gegen Null; ferner convergirt 1 + ß gegen die Einheit; also 
4 


convergirt (1 -+ «)“. noch gegen e, wenn « negativ ist. 
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Auf welche Weise also die Grösse « gegen Null 
1 
convergiren mag, so convergirt der Ausdruck (1-+a)* 
gegen die Grenze e. 
322. Hätte man statt (1 -1 >y entwickelt (1 - zy" , 


so würde man zur Grenze, statt der Reihe (2), die folgende 
gefunden haben: 


æ æ? 2x3 an 
Iran dern e 


welche convergent ist für jedes x, der vorigen Regel zufolge. 


Aber 
m x 1097 
EA m kalt EA g D | z| - 
(+7 [6+S']-l+o 
indem man = — «a setzt; œ convergirt gegen Null, was 


auch x sei, wenn m unbegrenzt wächst: also hat (1 + Ai 
zur Grenze e7, was auch æ sei, und folglich hat man die 
Identität: 

æ æ? g3 2” 
ee. 
Diese wichtige Entwicklung führt unmittelbar zu der von a7, 
während a irgend eine Zahl ist. In der That, a = e’«, daher 
a7? — erla, und folglich 

ala æ? la? æ? las ar lar 


e a LEI ya A S ATIK BA O. T A 
323. Betrachten wir noch die Reihe 
g æ? an 
et 


sie ist convergent wenn man hat 


lim — en .<Ii oder s < 1. 
Sie ist divergent wenn æ > 1, und die Glieder. werden dann 
unbegrenzt wachsen. Wenn æ — 1, so wird die Grenze von 


= die Einheit, und wir haben bemerkt, dass man in diesem 
n š 
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Falle im Allgemeinen Nichts über die Convergenz und Diver- 
genz einer Reihe behaupten kann. Aber hier findet keine 
Ungewissheit statt; denn die Reihe wird 


1 1 1 1 
1 + 1 L d L 3 - 4 Es .. + PN + [mr 92, 
und wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass die Summe 


der Glieder dieser Reihe unendlich ist. 


324. Zweiter Lehrsatz. — Eine Reihe mit dem allge- 
1 


meinen Gliede u, ist convergent wenn u,n” gegen eine 
kleinere Grenze k als die Einheit convergirt, während 
n unbegrenzt wächst. Sie ist divergent, wenn die 
Grenze k grösser als die Einheit ist. 

Setzen wir zunächst k < 1 voraus, und es sei œ irgend 


eine zwischen k und 1 liegende Zahl; nach der Voraussetzung 
1 


wird u” zuletzt beständig kleiner sein als «œ, von einem ge- 
f . 


wissen Werthe für n an ins Unendliche. Man hat dann die 
folgenden Ungleichheiten 


1 1 su 
n n+l n42 
& u oe 
u < g, Ban ’ a 0 3 


daher 

Un S< Q”, Urt arti, Unt — art2, Eure ee 
Also liegen, von einem angemessenen Werthe für n ab, alle 
Glieder der Reihe unter denen der abnehmenden geometrischen 


Progression 
ar ort L art... 
also hat die vorgelegte Reihe eine Grenze, und man erhält 


eine Grenze des durch Abbrechen mit u„—ı begangenen Feh- 
lers, indem man die Grenze dieser geometrischen Progression 


ist. 


f & 
nimmt, welche I 
Setzen wir jetzt k > 1 voraus, und es sei noch « irgend 


eine Zahl zwischen % und 1; zuletzt wird man beständig haben 
1 


ur > «a, über einem gewissen Werthe von n, und dann hat 
man die Ungleichheiten 
Un > ur, Un p alu... 
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woraus folgt, dass von u, an die Glieder der Reihe über denen 
der wachsenden Progression liegen | 
ar -p arh Laer? -t.... 

Sie wachsen also selbst unbegrenzt, und die vorgelegte Reihe 
ist divergent. 

Hätte man endlich k—= 1, so könnte man im Allgemeinen 
nicht sagen, ob die Reihe convergent oder divergent ist. 

325. Dritter Lehrsatz. — Wenn die Glieder einer 
Reihe 


(1) wy + u ut... ++... 

vom ersten an beständig abnehmen, so ist diese Reihe 
convergent oder divergent zu gleicher Zeit mit der 
folgenden: 


(2) uy + 2u + 4u + 8u + 16u; + .... 
In der That, setzen wir zunächst die erste Reihe convergent 
voraus. Da ihre Glieder beständig abnehmen, so hat man die 
folgenden Relationen: 
uo Un 

2u = 2u; 

dus < 2u + 2%, 

Su, < 2u, + 2, + 2u + 2w, 

16u <2u + 2u ... . + 2us, 


Indem man diese Gleichheiten und unendlich vielen Ungleich- 
heiten addirt, sieht man dass die Summe der ersten Glieder, 
welche die Glieder der Reihe (2) sind, unter der Summe der 
bis zu demselben Index fortgesetzten Glieder der folgenden 
Reihe liegt: 
ot 2u + 2u, +2 + 2u H... 

Aber diese Reihe ist keine andere als die Reihe (1), deren 
Glieder man, ausgenommen das erste, verdoppelt hat. Sie hat 
also eine Grenze, und folglich hat die Reihe (2) a fortiori eine 
solche. Also zuerst folgt aus der Convergenz der ersten 
Reihe die der zweiten. Setzen wir nun zweitens voraus, die 
Reihe (1) sei divergent, indem ihre Glieder immer abnehmen; 
offenbar hat man die folgenden Relationen: 
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U = U; 
2u > u + Ug s 
41, œ uz $ u, + w% E Ug > 
ee. it vr 


Indem man die ersten Glieder ad sowie es zweiten, er- 
kennt man dass die Summe der Glieder der Reihe (2) grösser 
ist als die Summe derer der Reihe (1) bis zu dem doppelten 
Index; und da diese letzte nach der Voraussetzung unbegrenzt 
wächst, so ist es ebenso mit der anderen. Also folgt aus der 
Divergenz der Reihe (1) auch die der Reihe (2). Also sind 
endlich die beiden vorgelegten Reihen immer zu gleicher Zeit 
convergent oder divergent. 
326. Nehmen wir z. B. für die Reihe (1) folgende: 


1 1 1 
(3) a tra tat 
die Reihe (2) wird 
e ga RER I 2}. 
Aber diese letzte ist eine geometrische Progression mit dem 
Verhältniss 21”#. Sie ist abnehmend wenn #>1, und wach- 
send wenn u < 1 oder u —=1. Also ist auch die Reihe (3) 


convergent wenn #1, und divergent wenn u< 1 oder u= 1. 
Die Folgerung je p= s] ae dass die Reihe 


145 +3 +7 + 


unendlich ist, was wir schon en hatten. 
327. Vierter Lehrsatz. — Die Reihe 


uw + úa +... ++... 
ist convergent wenn, während n unbegrenzt wächst, 


11 

= eine grössere Grenze als die Einheit hat. Sie ist 
divergent, wenn diese Grenze kleiner als die Ein- 
heit ist. 

In der That, es sei A diese Grenze, und setzen wir zu- 
nächst h > 1 voraus. Man hat also, von einem gewissen 
Werthe für n an bis ins Unendliche, wenn « eine Zahl zwischen 
1 und h bezeichnet, 
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11 
_ Un 1 

TT @, oder un < er 


n 


Die Glieder der ae Reihe, von u, an, liegen daher 
unter EER der folgenden: 


1 
tz FE 


Aber diese ist convergent nach der vorigen Nr., weil œ œ> 1; 
also ist auch die vorgelegte convergent. 

Setzen wir zweitens voraus h < 1, und es sei « eine Zahl 
zwischen 1 und h. Man wird zuletzt, über einem gewissen 
Werthe von n, haben 


1 
glei 

Un 1 
ee oder Un > za 


Die Glieder der vorgelegten Reihe liegen also dann über denen 
der folgenden: 
tar n et 
Aber diese letzte ist Goa weil & < 1; also ist es auch 
die vorgelegte; was zu beweisen war. 
328. Wenn die Grenze h die Einheit ist, so kann man im 
Allgemeinen Nichts über die Convergenz oder Divergenz der Reihe 
1 
l— 


behaupten. Jedoch, wenn das Verhältniss 7e immer unter sei- 


ner Grense 1 liegt, so lässt sich leicht beweisen, dass die 


Reihe divergent ist. 


Pa 


In der That, die Ungleichheit TA < 1 giebt 


1 
Un > E , 
also liegen die Glieder der vorgelegten Reihe über denen der 


folgenden : 
1 


n 


1 1 
EE i RE T DNN 
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deren Divergenz wir bewiesen haben. Also ist auch die vorge- 
legte Reihe divergent. 
Be 


Un 
In 
Grenze 1 läge, so würde man zwar beweisen, dass die Glieder 
der vorgelegten Reihe unter denen der folgenden liegen: 


1 1 
rer 


Wenn dagegen das Verhältniss immer über seiner 


n 


da aber diese divergent ist, so kann man daraus die Conver- 
genz der vorgelegten nicht folgern. 


Andere Regel für die Convergenz der Reihen. 


329. Bemerken wir zunächst dass wenn man eine conver- 
gente Reihe hat 
wur... tu tur + :--; 
und wenn eine andere Reihe 
w +ù +... ++ vypit... 
so ist, dass von einem gewissen Gliede an bis ins Unendliche 
man hat 
Unti < U nti à 
Un Un 


dass dann diese zweite Reihe convergent sein wird; denn, wenn 


n 


man die erste mit > multiplicirt, während n einen solchen be- 
n 


stimmten Werth hat, dass die vorausgesetzte Bedingung er- 
füllt ist, so wird die so erhaltene Reihe noch convergent sein. 
Aber alle Glieder der zweiten, von v, an, liegen unter den 
entsprechenden dieser letzteren; also ist die zweite Reihe selbst 
convergent. 

Dies vorausgesetzt, betrachten wir eine solche Reihe 


tt H tn tut, 


dass man habe 


n 


’ 


.. .. . u . ». . -. -. 
während das Verhältniss Zr immer kleiner als die Einheit 
n PER > 

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 19 
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ist, von einem gewissen Werthe von n an bis ins Unendliche. 
Man kann dieses Verhältniss unter der Form darstellen 


Untı __1_ 
m 1-40’ 
wo « positiv ist und gegen Null convergirt. 
Wir wollen nun beweisen, dass wenn 
im na > 15 
die Reihe convergent ist; und dass sıe divergent sein wird 
wenn 
lim næ < 1. 
1. Es sei 
lim na =k und k >11. 
Bezeichnen wir durch m irgend eine kal Grösse zwi- 
schen 1 und k, die folglich grösser als die Einheit ist. Es 
lässt sich leicht sehen dass man, von einem gewissen Werthe 
von n an, bis ins Unendliche haben wird 
I (1 ZH 2) ; 
In der That, 
1 a m(m—]) | 3 
AT auge ae 037° A 
und damit die vorstehende N stattfinde, braucht man 
nur zu haben 
m me m (m— 1) 


. n? 


> Hr 


oder 
- m (m—1 
ET. mt 


Aber das zweite Glied convergirt gegen m und das erste ge- 
gen k, wenn n wächst: also wird, von einem bestimmten 
Werthe für n an bis ins Unendliche, diese Ungleichung statt- 
finden, weil die Grenze ihres ersten Gliedes grösser ist als die 
des zweiten; also wird man, von diesem Werthe für n an bis 
ins Unendliche, haben 


]1\m 
1+#>(1+)", 
und folglich 
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1 < 1 
1 = & (1 2 A 
n 
oder 
Un : 
Un 


peis. 
(ik) 
Aber wenn man die Reihe betrachtet 

1 1 1 n Ha 1 
(1) An TE R rat. 
so ist das Verhältniss des allgemeinen Glieds zum vorher- 


gehenden 
1 
in? 
Gr 
und folglich grösser als in der vorgelegten Reihe. Ferner ist 
die Reihe (1) convergent, weil m > 1: also ist auch die vor- 
gelegte Reihe convergent; was wir beweisen wollten. 
2. Es sei jetzt 
lim næ = k und k < 1. 
Nehmen wir irgend eine Grösse m zwischen 1 und k, die folg- 
lich kleiner als die Einheit ist; ich behaupte, dass man zuletzt 
beständig haben wird 


1\”r 
oder 

m (m — 1) 

& < — LH F rE SIT} 4 ..., 
oder. auch 
m (m— 1) 1) 
næ <m -+ E A or +. 
In der That, wenn n unbegrenzt wächst, so convergirt das 
erste Glied gegen k, und das zweite gegen m, welches grösser 
als k ist. Also werden, von einem gewissen Werthe für n an 
bis ins Unendliche, die vorstehenden Ungleichungen immer 
stattfinden; woraus folgt 
1 PNN i 


19* 
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und folglich liegt zuletzt er beständig über dem Verkältniss 
der entsprechenden Glieder der Reihe, deren allgemeines Glied 
L ist. Da aber m kleiner als die Einheit, so ist diese letztere 


Reihe divergent; also ist es die vorgelegte auch. 

In der That ist also, wie behauptet, die vorgelegte Reihe 
convergent, wenn man hat lim na >]; und divergent, wenn 
man hat lim na < 1. 


330. Im Allgemeinen kann man Nichts über die Natur 
der Reihe sagen, wenn man hat 
lim na = 1. 
Jedoch, wenn n« immer kleiner ist als die Grenze 1, so kann 
man die Divergenz der Reihe behaupten; denn alsdann hat 
man 
1 1 


_— > ——, 
1+e Ve 


und das Verhältniss Sek liegt über dem, auf die divergente 
Reihe : 
1 1 1 $ 
ah ach a Ne ee T 


sich beziehenden Verhältniss woraus folgt dass die 


n . 
n +1’ 
vorgelegte Reihe divergent ist. 
Der einzige zweifelhaft bleibende Fall ist also derjenige, 
wo man hat 
lim na = 1, 
während n« nicht beständig kleiner als 1 


331. Wenden wir diese po an auf die Reihe 


Fr | 15.8 1.3. l 
Haste sten BETT 


1.3. CT E 


EE P SPENE TE E E TANG 
Man hat in diesem Falle 
m a ha aR | 


n 
und 


www.rcin.org.pl 


— 293 — 


wu LE EN, 1 
Un (2n + 2) @n F ial 6n +5 ’ 
(2n + 1)? 
daher 
n een i 6n? + 5n 


DAA A e m an +1!’ 
und folglich 
; 6 1 
lim na — I~ 1+ 7 
woraus hervorgeht dass die vorgelegte Reihe convergent ist. 
SPAA wir jetzt diese andere Reihe 


E an hi. 
area 


Di è U 
für welche man auch hat lim “*t! — 1. Das Verhältniss i i 
4 4 n 


hat zum Werthe 
Um+1 2n + 1 $ 
Un 2n + 2 


Man hat also 


und 

lim na — 7’ 
woraus hervorgeht dass die Reihe divergent, und ihre Summe 
unendlich ist. 


Andere, aus der Betrachtung der bestimmten Integrale 
abgeleitete Regel. 


332. Wir wollen noch eine Regel mittheilen, welche aus 
der Betrachtung der bestimmten Integrale abgeleitet worden ist. 
Es sei die Reihe 
w + a tat H at na t 
alle ihre Glieder, von einem gewissen Werthe von n an bis 
ins Unendliche, sollen positiv sein und mit wachsendem n 
gegen die Grenze Null hin beständig abnehmen. Sie ist con- 
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vergent oder divergent je nach dem die Summe der Glieder, 
von diesem Werthe von n an, gegen eine endliche Grenze 
convergirt oder nicht. 

Setzen wir voraus dass der Ausdruck des allgemeinen 
Gliedes eine Function endlicher Form von n sei, und bezeich- 
nen wir durch u, eine Function der Variable x, welche er- 
halten wird, indem man n in u, mit æ vertauscht. Diese Function 
u, würde alle Glieder der vorgelegten Reihe wieder hervor- 
bringen, indem man für æ alle ganzen und positiven Werthe 
setzte. Da ihr Werth beständig abnimmt, wenn man x, von 
einem gewissen ganzen Werthe an, immer um eine Einheit 
wachsen lässt, so wird es im Allgemeinen sich ereignen, dass 
die Function u, beständig abne wenn x auf eine stetige 
Weise yon einem gewissen Werthe an bis ins Unendliche 
wächst. 

Indem man annimmt, dass es sich so verhalte von dem 
ganzen Werthe m an, hat man 


m--1 m-+2 
Um a Ur de, Um+1 > S Ur de, 
m+1 
RR 
Um+2 aeae G urda, . o o9 
m+ 2 
und 
m-+1 m-+-2 
mta <f Ug AT 3. Um+2 Ca TA a R 
m-+1 


woraus hervorgeht, ii man respective diese beiden Reihen 
von Ungleichungen addirt, 


n 
JS uzde < Um + Umtı + mpo + 
m 
und 
[eo] 
\ S ur da > umpi + ums + 
m 
rS ; 
Wenn nun dieses Integral f u,dx endlich ist, so folgt dass 
m 
die Reihe von umi an es auch sein wird; und wenn es un- 
endlich gross ist, so wird auch die mit w„ anfangende Reihe es 


sein. Hieraus geht hervor dass die vorgelegte Reihe convergent 
oder divergent sein wird, je nachdem das Integral 
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f us dæ 
endlich oder unendlich ist. 


333. Wenden wir diese Regel an auf die schon unter- 
suchte Reihe 


1 1 1 1 
a T 7 a 
Die Function u, ist in diesem Falle ZŁ, und nimmt beständig 


ab wenn æ wächst, während a positiv vorausgesetzt wird. 


je +) 
‚1—a 
Aber > = a F -+ C; und folglich ist J = un- 


£ 
endlich wenn a < 1, und endlich wenn a > 1. 
Wenn a = 1, so hat man 


== /Z=ls+l, 


welche Grösse zu gleicher Zeit mit æ unendlich wird. 

Also ist die vorgelegte Reihe convergent wenn a >]; 
und divergent wenn a < 1, oder a = 1. 

334. Wenden wir dieselbe Regel an auf die Reihe 


{ l 
bg? y gig. py 


Man hat jetzt us = an, welcher Ausdruck beständig ab- 


nimmt, von dem Werthe von x an, für welchen log æ = 1. 


Aber 
dæ log x _ logg? 
Fi © . .2loge na 


a 
Also ist of u,„da unendlich, und die in Rede stehende Reihe diver- 


m 


gent; welches zeigt dass das Product V 2 y 3 VE > r e 
unendlich gross ist. Unsere vorige Regel würde zu demselben 


Resultate führen, weil man hätte 
log n —n log (1 + =) 
log n + log (1 + 1) 


na = 
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welches giebt im na — 1. Weil aber offenbar n« < 1, so ist 


die Reihe divergent, nach einer vorher gemachten Bemerkung. 
Die eine und die andere Regel würden sehen lassen, dass. 


2 
die Reihe mit dem allgemeinen Gliede (>) convergent ist. 


Reihen, deren Glieder nicht alle einerlei Zeichen 
haben. 


335. Wenn eine Reihe nicht lauter Glieder von demsel- 
ben Zeichen hat, so ist evident dass sie convergent sein wird, 
wenn sie es ist sobald man allen Gliedern dasselbe Zeichen 
giebt, z. B. sie alle positiv nimmt. In der That, die Summe 
der Glieder welche auf irgend eines in der vorgelegten Reihe 
folgen, ist kleiner als die Summe der correspondirenden in 
der zweiten Reihe, welche Anzahl von Gliedern man auch be- 
trachte, weil alle diese Glieder in der zweiten Reihe sich ad- 
diren, während sie in der ersten sich addiren und subtrahiren. 
Da nun von einem gewissen Gliede der zweiten Reihe an, 
die Summe der folgenden eine Grenze hat, welche kleiner 
werden kann als jede gegebene Grösse, so findet dasselbe 
a fortiori in der ersten statt; und folglich ist sie convergent. 

Man kann daher zunächst auf diese neuen Reihen die Re- 
geln anwenden, welche für diejenigen gegeben wurden, deren 
sämmtliche Glieder einerlei Zeichen haben, sowohl um die 
Convergenz zu erkennen als um eine Grenze für den Fehler 
zu berechnen, der durch Abbrechen mit irgend einem Gliede 
begangen wird. Aber diese Regeln überheben uns nicht des 
Aufsuchens neuer, welche speciell anwendbar sind auf die 
Reihen, deren Glieder nicht sämmtlich einerlei Zeichen haben: 
denn eine solche Reihe kann convergent sein, aber divergent 
werden, wenn man allen ihren Gliedern das nämliche Zeichen 
giebt. Wir beschränken uns auf die aus dem folgenden Lehr- 
satz hervorgehende Regel: 

Lehrsatz. — Wenn in einer Reihe alle Glieder zu- 
letzt beständig abnehmen, und abwechselnd positiv 
und negativ sind, so ist diese Reihe immer conver- 
gent; und der durch Abbrechen mit irgend einem 
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Gliede begangene Fehler ist kleiner als das folgende 
Glied. 
Es sei die Reihe 
w + ` +. — Uppi F Ungo — wmrst 
Bezeichnen wir allgemein durch sm die Summe der Glieder vom 
ersten an bis zu um inclusive. 

Wir bemerken zunächst, dass die Summe s, von Gliedern, 
deren letztes positiv ist, nur vermindert werden kann durch die 
Addition irgend einer Anzahl der folgenden Glieder. In der 
That, um von der Summe s, überzugehen zu s„+ı, muss man 
%+1 abziehen; also hat man 3,41 < Sne Um die nächste 
Summe s,+9 zu bilden, muss man up} addiren, welches 
kleiner ist als das von s, abgezogene Glied „+1; also hat 
man auch 3,4» < sne Da das nämliche Raisonnement sich 
unendlich oft wiederholt, so sieht man dass die Summe s, 
grösser ist als alle Summen mit höherem Index. 

Man sieht dagegen, dass wenn man mit einem negativen 
Gliede einhält, die Summe immer kleiner sein wird als alle 
diejenigen mit höherem Index. 

Also folgen die Summen, deren letztes Glied positiv ist, 
immer abnehmend aufeinander; und diejenigen, deren letztes 
Glied negativ ist, folgen beständig zunehmend aufeinander, 
indem sie immer unter den ersten bleiben. Diese zwei Folgen 
von Summen nähern sich also einander immer mehr, je weiter 
man in der Reihe fortschreitet, und ihre Differenz convergirt 
gegen Null, weil sie nichts Anderes ist als das letzte Glied der 
letzten Summe, das nach der Voraussetzung gegen Null conver- 
girt, indem sein Index unbegrenzt wächst. 

Daher convergirt die Summe der Glieder gegen 
eine bestimmte Grenze, und der positive oder nega- 
tive Fehler ist immer kleiner als das Glied, welches 
auf dasjenige folgt, mit welchem man abbricht. 

Es sei z. B. die Reihe 

ynt 


Be: RS g” 
rt en ie 
Das Verhältniss eines Gliedes zum vorhergehenden wird allge- 
mein ausgedrückt durch gun x, und seine Grenze ist z. Also 


zunächst wird die Reihe convergent sein, wenn man dem Ab- 
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solutwerth nach hat x < 1; divergent wenn æ œ> 1. Wenn 
æ = 1, so ist die Reihe convergent nach der letzten Regel, 
weil die Glieder abwechselnd positiv und negativ sind, und 
unbegrenzt abnehmen. Aber wenn man æ —= — 1 nähme, so 
würde die Reihe eine unendliche Summe haben. 

Convergirt die Reihe, so ist der Fehler den man begeht, 


n 
d. h. die Grösse welche man weglässt, indem man mit —ab- 


bricht, kleiner als und von demselben Zeichen wie dieses 


Glied. 


n+ 1 


Von den imaginären Reihen. 


336. Wenn die Glieder einer Reihe von der Form 
u-v Vi sind, so nennt man diese Reihe eonvergent, 
wenn die Summe der reellen Glieder eine Grenze s hat, und 
wenn ebenso die Summe der Coefficienten von V— 1 gegen 
eine Grenze t convergirt: man sagt dann dass die Grenze der 
vorgelegten Reihe s + t V— 1 sei. 

Man ist so auf die Bedingungen der Convergenz von zwei 
reellen Reihen zurückgeführt. Aber oft genügt es nur eine 
einzige solche Reihe zu betrachten, diejenige nämlich welche 
von den Modeln der Glieder der vorgelegten Reihe gebildet 
wird. 

In der That, man kann immer setzen 

u +v VTI = ọ (cos 04+ V— 1 sin 0), 


und die vorgelegte Reihe nimmt die Form an 

of (cosh -+ V =l sin bo) 0 (008 bı + A EA b)+ 
+ 9 (cs, HV —1sn,)-+--- 2 

Wenn nun die Reihe 

2) + 9 Ha ha m.) T e A. 


convergent ist, indem man alle Glieder positiv nimmt, so folgt 
hieraus a fortiori die Convergenz der beiden folgenden Reihen: 


(3) Qo cos + Q1 cos a ++ QnC08 On +: , 
Qo sin bo + 91 sin dh + + msn On pH-t 
denn von irgend einem Gliede an ist die Summe der folgenden 
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bis ins Unendliche offenbar kleiner als in der ersten. Man 
kann daher den folgenden Satz aussprechen: 

Eine imaginäre Reihe ist convergent, wenn die 
Reihe der Absolutwerthe der Model aller ihrer Glie- 
der convergent ist. 

Wenn die Reihe (2) nicht convergent ist, so ist es mög- 
lich, dass ihre Glieder gegen Null convergiren oder nicht. 
Convergiren sie nicht gegen Null, so können die Reihen (3) 
nicht beide convergent sein; denn, welchen Werth man auch 
für den Winkel 0 voraussetzen mag, so ist es unmöglich dass 
ọ cos 0 und ọ sin O beide gegen Null convergiren, wenn ọ dies 
nicht thut. Die Glieder der beiden Reihen (3) können also 
nicht gegen Null convergiren, welches doch eine der unerläss- 
lichen Bedingungen der Convergenz ist. Also ist die Reihe 
(1) in diesem Falle divergent. 

Wenn aber die Reihe (2) divergent ist, während ihre 
Glieder unbegrenzt abnehmen, so ist es nicht unmöglich, dass 
beide Reihen (3) convergent sind, wenn ihre Glieder nicht alle 
einerlei Zeichen haben; man kann also dann im Allgemeinen 
Nichts über die Convergenz der vorgelegten Reihe behaupten. 
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Ueber die imaginären Ausdrücke. Wie man 
dieselben in die Gegebnen der Rechnung 
einführt. 


337. Die Auflösung der Gleichungen des zweiten Grades 
führt manchmal darauf, Quadratwurzeln aus negativen Zahlen 
auszuziehen. Diese Arten von Ausdrücken stellen weder po- 
sitive noch negative Zahlen dar; man bezeichnet sie mit dem 
Namen der Imaginären. Wir wollen hier nicht untersuchen, 
welchen Umständen diese Formen in den vorgelegten Auf- 
gaben entsprechen; wir beschränken uns auf die Bemerkung, 
dass, indem man diese Ausdrücke der Unbekannte substituirt, 
die Gleichung welche man aufzulösen hatte identisch wird, 
wofern man die Quadratwurzeln aus den negativen Zahlen nach 
den gemeinen Regeln der Algebra behandelt, und ihr Quadrat 
als durch die Unterdrückung der Wurzel entstehend, be- 
trachtet. 

Hat man z. B. die Gleichung 

2 — lag + a2 + bd? = 0, 
so zieht man aus ihr die beiden imaginären Werthe 


z =at V— b, 
und man kann sich überzeugen, dass die Substitution dieses 
Werthes in der Gleichung sie auf 0 — 0 reducirt. 
Dasselbe würde stattfinden, wenn man statt VD setzte 
b v1, und dies thut man gewöhnlich, damit die einzige 
zu betrachtende Imaginäre immer V — 1 sei. Die Werthe 
von æ finden sich so auf die Form is 


N 
WWW: PR d 
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Es scheint anfangs, dass alle Betrachtungen, zu welchen diese 
Arten von Ausdrücken Veranlassung geben können, sich auf 
die Umstände beziehen, denen sie ihre Entstehung verdan- 
ken, in den Aufgaben deren Lösung sie darbieten; aber 
man hat sehr grosse Vortheile darin gefunden, sie in die 
Data gewisser Rechnungen selbst einzuführen, und aus die- 
sem Gesichtspunkte wollen wir sie betrachten. 

Ohne irgend eine Idee von Grösse mit dem Ausdruck 
V — 1 zu verbinden, kommen wir überein, ihn auf dieselbe 
Weise zu behandeln als wenn er eine Zahl wäre, deren suc- 
cessive Potenzen sein würden 


Var Ver RS 


wo die.vier ersten sich unendlich oft in derselben Ordnung 
wiederholen. 

Nichts hindert uns, algebraische Rechnungen zu machen, 
worin V—1 auf diese Weise behandelt wird; es handelt sich 
nur darum, dass man wisse, ob es ein Interesse hat dies 
zu thun, und ob solche Operationen der Analysis neue 
Hülfsquellen bieten können. Es wird manchmal bequemer 
sein, V— 1 durch einen Buchstaben zu ersetzen, dessen Po- 
tenzen sich alle von einander unterscheiden, während diejeni- 
gen von V— 1 sich periodisch wiederholen. Indem wir V — 1 
durch A bezeichnen, wollen wir dass A wie ein gewöhnlicher 
Factor, nach allen für reelle Zahlen bewiesenen Regeln behan- 
delt werde; nur wird man, nachdem alle Rechnungen ausge- 
führt sind, die Potenzen 

A, A2, 13, As, A, Al,... 
ersetzen durch 
; OE SERIE Aya Wa big up Au TAn AE ai 

338. Wenn wir eine Gleichung zwischen Reellen und 

Imaginären schreiben, wie 

I4 BVET = 2 BY], 
so müssen wir immer vorher wissen dass A= A’ und B= D”. 
Diese letzten Gleichungen sind niemals Consequenzen der er- 
sten; sondern die erste ist eine Consequenz von ihnen, und 
wir würden dieser Gleichung durchaus keinen Sinn beilegen, 
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wenn wir nicht unabhängig von ihr wüssten, dass die reellen 
Theile beiderseits gleich sind, sowie die respectiven Coef- 
ficienten von V—1. Wir legen hierauf Nachdruck, da in 
vielen Lehrbüchern dieser Punkt umgekehrt verstanden wird. 


339. Nachdem wir so genau festgestellt haben, in welcher 
Weise wir den Ausdruck V— 1 behandeln werden, so wollen 
wir an einem ersten Beispiele zeigen, welchen Vortheil seine 
Einführung in die Rechnung gewähren kann. 

Betrachten wir die beiden Ausdrücke 


cosæ + V — 1 sinz, cosy + ‚gr | siny, 
und multipliciren wir sie mit einander, in dem Sinne, den wir 
hier mit dieser Operation verbinden; wir finden 
cos æ cosy — sin æ siny +- AEE (sinæ cosy -+ siny cos æ), 
oder a 
oos ( +3) + Vi sin (2 + y). 


Wir können daher setzen 


(cose + V—1 sing) (cosy + V— 1 siny) 
= cos (æ +y) + VZT sin (æ + y), 
da wir bewiesen haben dass die reellen Theile respective 
gleich sind, sowie die Coëfficienten von V—1. 

Und man folgert hieraus, dass um zwei Ausdrücke von 
dieser Form durch einander zu dividiren (indem man unter 
Quotient einen Ausdruck versteht welcher, mit dem Divisor 
nach den übereinkömmlichen Regeln multiplieirt, den Dividend 
giebt), man nur den Bogen des Divisors abzuziehen braucht 
von dem Bogen des Dividenden. 

Multiplicirt man das Product dieser ersten Ausdrücke 
mit einem dritten cos z -+ V— 1 sinz, so hat man wieder 
nur die Bogen x + y und z zu addiren, was die neue Glei- 
chung liefert 


(cos &-+V— 1sina) (cosy +V — 1 siny) (cos AV — 1 sin 2) 
= cos (a +y +2) +V—1sn(@+y+2); 

und man sieht dass, wie gross auch die Anzahl der Factoren 

von dieser Form sei, ihr Product immer zum reellen Theil 
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den Cosinus der Summe aller Bogen haben wird, und zum 
Coöfficienten von V— 1 den Sinus derselben Summe. Man 
kann daher eine der letzten ähnliche Gleichung aufstellen, in- 
dem man irgend eine Anzahl m von Factoren voraussetzt, weil 
die reellen Theile, sowie die imaginären, als gleich nachge- 
wiesen sind. Für den besondern Fall we = y = z = ..., 
erhält man die von Moivre herrührende Formel: 

(1) (cos z + V= isin v)” = cosmg + VŽI sinmz; 
es ist somit bewiesen dass, wenn man die mte Potenz des 
Binoms cosæ -+ V — 1 sinx nach den gemeinen Regeln bil- 
det, der reelle Theil gleich cos mx sein wird, und der Coëf- 
ficient von V—1 gleich sinmg. Aber die Entwicklung der 
mten Potenz eines Binoms geschieht nach einer sehr einfachen 
Formel; man erhält also auf diese Weise die allgemeine Ent- 


wicklung von cos mæ und sin mx, während m irgend eine ganze 
Zahl ist. Diese Formeln sind 


cos m æ — 008 aM — TO cos am? sin æ? 
S N aa 
ee ET niet inet, 


j ij m(m—1)(m— 2 ) 
snm ag = mcos am Isına — nn cosam sing? . 


Man kann bemerken, dass die Entwicklung von 
(cos æ — V— 1 sin æ)” 
sich von der von 
| (cosæ + V—1sina)” 
nur unterscheiden würde durch das Zeichen der Glieder, worin 


sich die ungeraden Potenzen von V — 1 finden, und dass 
folglich 


(cose — V— 1 sina) — coosme — V—1sinme. 

340. Indem man unter der nten Wurzel eines imaginären 
Ausdrucks einen andern Ausdruck versteht, der in dem über- 
einkömmlichen Sinn zur Potenz n erhoben, den ersten wieder- 


giebt, sieht man dass cos =i V — 1 sin T eine Wurzel von 
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cos + VZ i sing ist, weil wir bewiesen haben, dass um 
einen derartigen Ausdruck zur nten Potenz zu erheben, man 
nur den Bogen mit n zu multipliciren braucht. Man hat, also 


1 
(ose + V — 1 sing)" = 00 = V—1sin =; 


und wenn man zur Potenz p erhebt, so kommt 


2 EINER 
(cos æ +V-1ı sin æ)” — cos £ æ+ v1 sin £ 2; 
welches zeigt dass die ee (1) wahr ist, wenn m irgend 


eine gebrochene Zahl -2 = ist, indem man hierunter allein ver- 


steht dass cos Er + ve sin P æ, zur Potenz n erhoben, 


die Potenz p von cos æ + V — 1 sin æ giebt, und folglich eine 
der nten Wurzeln dieser Potenz p ist. 

Die Gleichung (1) ist noch wahr, wenn m gleich einer ne- 
gativen Zahl — n. In der That, 


COS & — l sinz ——— 
( re ab T (eosa + = 1 sing) 


C cosng +- SEAT i 


aber dividiren durch cos næ + V — 1 sin na, heisst einen Aus- 
druck finden der, mit diesem Divisor nach den übereinkömm- 
lichen Regeln multiplicirt, zam Product den Dividend giebt; 
also ist dieser Quotient cos ne — V— 1 sinna. 

Daher 
(cosa + V— 1 sing)" = cos (— na) + V =I sin (—na). 
Die Formel (1) ist also wahr, welchen reellen Werth auch m 
habe; dabei ist jedoch zu bemerken, dass wenn die Potenz m 
mehrerer Werthe fähig sein sollte, wir allein hier bewiesen 
haben, dass das zweite Glied einer von ihnen ist. 

341. Wir wollen jetzt die umgekehrte Aufgabe auflösen, 
welche darin besteht, cos«” und sing™ nach den Cosinus und 
Sinus der Vielfachen von æ zu entwickeln, während m eine 
ganze Zahl ist. 

Hierzu setzen wir 
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cos z + V—1 ne = ú, 
cos æ% — VSS ine = v: 
daher 
2 cos z =u +v, 
und folglich 


n 
2m cos ar — um + m um- on Da 


mt. +Hmuvm— ym, 


Indem man jetzt bemerkt dass uv — 1, undu* +4 vt — 2 cos kg, 
so erhält man 


2m cos æm —2cosma+2.mcos(m—2)2+2- il P oos(m- 4)c-+.-- 


Wenn m gerade ist, so reducirt A das Glied, welches 
in der Mitte der Entwicklung von (u + v)” steht, auf 


mm—1... (FF 1) 
a __/, und bildet das letzte Glied der 
1,8....2 

2 i 
Entwicklung von 2” tosæm. Wenn m ungerade, so sind die 
beiden mittleren Glieder in Beziehung auf u und v von der 
Form 

mt! m-I m—l mtl 

u?2?v? wd u? v?, 
Ausdrücke welche sich respective auf u und v reduciren, weil 
uv = 1. Das letzte Glied der Entwicklung von 2” cosa% ist 


jetzt 
mm —1)...(75) 


2 


en! 
E x ) 


Man wird nun sin x” entwickeln, indem man bemerkt dass 


2 V — 1 singz = u — v, 


COS &. 


daher 


2m Vi 1)” sin g” — um —mu™ ly er ums Dem. 


was immer bedeutet, dass die reellen Theile beiderseits gleich 
sind, sowie die Coöfficienten der V — 1, wenn diese darin 
bleibt, welches nur dann der Fall sein wird wenn m un- 


gerade ist. 
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung, 20 
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Nehmen wir zunächst m gerade an: die von den End- 
gliedern gleich entfernten Glieder haben dasselbe Zeichen, und 
wenn man sie zu je zweien vereinigt, so findet man 


2m (— 1)? sinem — 2 cos ma — 2 m cos (m— 2) æ 
Herd m dan; 


das letzte Glied wird sein 
Mini A $ 1) 
ER RR REN, 2m. 


La S 


wo das Zeichen -+ mit F gerade, und das Zeichen — mit 5 


ungerade correspondirt. Wenn m ungerade, so kann man die 
Entwicklung darstellen unter der Form 


P. 7 
indem man überall uv durch 1 ersetz. Wenn man nun be- 


merkt, das  — v = 2 Vf sin kx, so erhält man, nur 
die Coöfficienten von V — 1 nehmend, 


M— 2 
2m (— 1) ? sinam = 2 sin mæ — 2 m sin (m — 2) x 
4, em m9da—.--; 


das letzte Glied wird sein 


m—1]):.. en 
BEE 1) ( 5 


; — 1 
das Zeichen -+ ist zu nehmen, wenn = 5 gerade, und das 


sin X, 


Zeichen — wenn es ungerade. 
342. Untersuchen wir jetzt worin der Vortheil besteht, 


den uns die Anwendung von V—1 in der Auffindung der 
Entwicklungen für cos x” und sin x” verschafft hat. 
Wir haben 2 cos æ ersetzt durch 


cos æ + V—1 sing + cosæ — V — 1 sinz, 
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welches damit identisch ist, weil die beiden Glieder 
V-1sn& und — V—1sin t, 

behandelt wie wenn sie Zahlen vorstellten, sich aufheben. Und 

selbst wenn man, statt V— 1, eine Unbestimmte A setzt, so 

kann man` 2 cos æ ersetzen durch 


(cosx + à sing) + (cosæ — A sins); 

und welche Rechnung man auch mit diesem Ausdruck vor- 
nimmt, so wird das Resultat nothwendiger Weise unabhängig 
von A sein, und die Potenzen dieses Buchstabens von irgend 
einem Grade werden Null zum Coöfficienten haben. Nur die 
reellen Glieder des Resultates nehmen, heisst die ungeraden 
Potenzen von A weglassen und nur die geraden beibehalten 
was erlaubt ist, weil die Coëfficienten einer jeden Potenz von 
A Null sind. Wenn man aber A? durch — 1 ersetzt, so kön- 
nen Reductionen eintreten zwischen den Gliedern, welche ver- 
schiedenen Potenzen von A entsprechen, und besonders mit 
denjenigen, welche A nicht enthielten und genau diejenigen sind, 
welche man ohne vorherige Transformation von 2 cos x finden 
würde. Es können also hieraus neue Combinationen hervor- 
gehen, welche, ohne den Werth des Resultats zu ändern, ihm 
eine bequemere Form geben. Dies kommt zurück auf die 
Addition von Grössen zum Resultate, welche sich aufheben: 
aber jeden Augenblick sieht man in der Algebra derglei- 
chen Kunstgriffe die Transformationen erleichtern; und was 
macht, dass man in dem gegenwärtigen Falle wirklich einen 
sehr grossen Vortheil daraus zieht, ist, dass die zwei Binome, 
deren Summe 2 cos æ ersetzt, solche sind, dass man die Po- 
tenzen eines jeden von ihnen augenblicklich durch Multiplication 
des Bogens erhält, und dass das Product der gleichen Potenzen 
beider die Einheit ist. Dies hat den Erfolg, dass die mte 
Potenz von cosæ sich unmittelbar ausgedrückt findet durch die 
Cosinus der Vielfachen von æ; und ebenso ist es für sin æ™, 


Gebrauch der trigonometrischen Linien zur Aus- 
ziehung der Wurzeln aus Reellen oder lmaginären- 


343. Die Wurzeln vom Grade m aus einer positiven oder 
negativen reellen Zahl + A sind die Wurzeln der Gleichung 
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diese Wurzeln lassen sich zurückführen auf diejenigen der 
Einheit, indem man y = ax setzt, während a die arithmetische 
mte Wurzel der Zahl A bezeichnet; die vorgelegte Gleichung 
wird dadurch zurückgeführt auf die folgende: 
am F 1=0, 
deren m Wurzeln wir bestimmen wollen, welche sämmtlich 
ungleich sind, weil es keinen gemeinschaftlichen Factor giebt 
zwischen dem ersten Gliede und seiner Ableitung. Es sei zu- 
nächst | 
æ — 1=0, ode æ= i. 
Wir können 1 darstellen durch einen Ausdruck von der Form 
cos z + V-1 sinz, woraus, wie wir wissen, sich leicht die 
Wurzel ziehen lässt. Man braucht nur zu setzen z = 2nz, 
während n irgend eine ganze positive oder negative Zahl ist, 
und man hat identisch 
1 = cos 2na + V= I sin 2na. 
Also giebt der Ausdruck 
2nz ree ER 
(1) cos — + V—1 sin as 
mte Wurzeln aus 1 und folglich Werthe von x, für jeden 
ganzen Werth von n. 

Aber man erkennt sogleich, dass der Ausdruck (1) sich 
nicht ändert, wenn man n um m oder um irgend ein Vielfaches 
von m vermehrt oder vermindert. Es genügt daher, aus der 
unendlichen Reihe der positiven oder negativen ganzen Zahlen 
irgend m auf einander folgende zu nehmen; sie werden alle 
Werthe des Ausdrucks (1) geben. Denn es ist leicht zu sehen, 
dass sie sämmtlich von einander verschieden sind, weil zwei 
dieser Bogen nicht denselben Sinus und denselben Cosinus 
haben können; daher werden alle Wurzeln der Gleichung 

am —- 1 = 0 
gegeben durch die Formel 
2na 


ar E a 
+ V= 1 sin en 

in welcher man n die Werthe 0, 1, 2 etc. ertheilen wird, bis 
man m Werthe für das zweite Glied hat; denn dies ist das- 
selbe wie wenn man für n in der Formel (1), m consecutive 
Werthe, die einen positiv, die anderen negativ, setzt. 


& = COS 
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Wenn m gerade ist, so setzt man m — 2k, und es kommt 
s= 00 7 + Vi sin T. 

Man muss jetzt für n die Werthe nehmen 0, 1, 2,..., k. 
Die beiden äussersten geben e—= 1, æ = — 1, und alle an- 
deren Werthe von æ sind imaginär, und zu zweien conjugirt 
und reciprok. 

Hat man 

m= 2k+ 1, 

so muss man n die Werthe 0, 1, 2,..., k geben. 

Der erste giebt x — 1; alle anderen sind imaginär, und 
zu zweien conjugirt und reciprok. 


344. Es sei jetzt N 

am + 1 = 0 oder sm —= — 1, daher z= ÑŅ— l1. 
Man kann — 1 die Form cos z -+ VETA geben, indem 
man setzt z — (2n + 1) x. Man erhält also Werthe für v 
durch die Formel 


a= cos en ls ne 


es genügt wieder, m consecutive Werthe von n zu nehmen, weil 
sie sämmtlich verschiedenen Sinus oder Cosinus entsprechen, 
und weil alle anderen Werthe von n dieselben Werthe für æ 
liefern würden. Alle Wurzeln der Gleichung 

ga + 1=0 
werden daher durch die Formel gegeben 


alami La er 


æ = 008 l sin 


On+D a 

m d 
indem man für n von Null an positive Werthe setzt bis man 
m Werthe für das zweite Glied hat. Wenn m = 2k, so sind 
die Werthe von n 0,1,2,...,k— 1, und die Werthe von 
æ sind alle imaginär, conjugirt und reciprok. Wenn m= 2k + 1, 
so sind die Werthe von n 0,1,2,..., k; der letzte liefert 
æ = — l; alle anderen Werthe von æ sind conjugirt und 
reciprok. 

Sind die Wurzeln von + 1 bekannt, so erhält man die- 
jenigen von + A, indem man die ersteren mit der arithmeti- 
schen Wurzel aus A multiplicirt. 

Die reellen Factoren des ersten und des zweiten Grades, 
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in welche man die Binome s» — 1 und x” + 1 zerfällen kann, 
lassen sich durch eine sehr einfache Construction darstellen, 
welche von der Theilung des Kreises in gleiche Theile abhängt, 
und durch den englischen Geometer Cotes gegeben wurde. 


345. Suchen wir jetzt die mte Wurzel zu ziehen aus einem 
Ausdruck von der Form 
ab V--3. 
Wir können ihn auf die Form bringen 
o (cos z + V—1sinz), 
indem wir ọ und z durch die beiden Gleichungen bestimmen 
TE M AE T E 
woraus 
ọ=Ł4Va pt, cos z = sin: =F 


Zu grösserer Bequemlichkeit werden wir nur den positiven 
Werth für ọ nehmen. Bezeichnen wir durch ø den kleinsten 


en ; z O 
positiven Bogen, der zum Cosinus 7 und zum Sinus in hat; 


man kann ihn, ohne dass diese Linien sich ändern, um irgend 
eine Anzahl von Peripherien vermehren, und man hat 

a+b V=1i = ọ [cos (p4 2n) + V—1 sin (p + 2nr)]. 
Man erhält mte Wurzeln von diesem Ausdruck, indem man die 
arithmetische mte Wurzel von ọ nimmt, und sie mit der Wur- 
zel des zweiten Factors multiplicirt, welche man durch die 
Theilung des Bogens erhält; man hat auf diese Weise 


AN Aa c 
om (cos un A + V—1 sin uch irn Aa nei n "A ; 


Es genügt offenbar, für n m auf einander folgende, positive 
oder negative Werthe zu setzen; alle anderen würden diesel- 
ben Resultate geben. Ferner geben diese m Werthe von n 


p+ 2n 
m 


’ 


verschiedene Werthe für die Sinus oder Cosinus von 


indem man also für n die Werthe setzt 0, 1, 2,...,m—1, 
so liefert die Formel 


Wr BV-i— om (cos ee + V— lsin ers) 
alle Werthe der gesuchten Wurzel, wobei die oberen, sowie 
die unteren Zeichen von V — 1 correspondiren. 
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346. Die Transformation von a + b V— 1 in 


ọ (cos z + V—1 sinz) führt alle Operationen mit Imagi- 
nären zurück auf die Operationen mit Ausdrücken von der 
Form cos z + V-1 ain z, und wir haben gesehen, dass diese 
sich alle auf die unmittelbar niedrigeren Operationen mit ‚den 
Bogen zurückziehen, welche Eigenschaften ganz analog sind 
denjenigen der Exponentialausdrücke. 

Diese Analogie wird noch vermehrt durch die folgenden 
Betrachtungen. 


Darstellung der Sinus und Cosinus durch imaginäre 
Exponentialausdrücke. 


347. Wenn man in der Entwicklung von e” æ in æ V — 1 
verwandelt, und die resultirende Reihe durch e7 V-1 bezeich- 
net, so hat man 

a3 vi mt 


VTi EOE TTE OAD BR E 
a =l+e V—1 TAN RE EE MA SE OE IE O AA 


Kommt man ebenso überein, durch e-V-1 das Resultat der 


Substitution von — æ V — 1 in der Entwicklung von e” zu 
bezeichnen, so hat man 


Be 2. Vo SELTEN, 
Si it Tier starten 
Diese Gleichungen kann man wie folgt schreiben : 

er VI — cosg +V-—-1snas, 
er: VI — cosa — V= l sing; 


woraus man zieht 


(3) 


ANVk —ıV—ı 
cos 2 = ae, » 
(4) K eV =i BE e-:V-ı 
sın l = mm m p 
I —1 X 
und in allen diesen Formeln muss man nicht vergessen, dass 


ezV—1 und e--V-1 keinen Sinn als Exponentialausdrücke 
haben: sie bezeichnen nur die Reihen, welche man erhält, 


indem man + z V—1 ud — z V—1i in der Entwick- 


www.rein.org.pl 


— 32 — 


lung von e” substituirt, und V-—-1 in der übereinkömm- 
lichen Weise behandelt. 

348. Es lässt sich leicht beweisen, dass diese imaginären 
Exponentialausdrücke nach den nämlichen Regeln behandelt 
werden müssen, wie wenn die Exponenten reell wären. 

Nehmen wir z. B. an, dass es sich darum handle, e=V-1 
mit evV—1 zu multipliciren, indem man immer die durch diese 
Ausdrücke bezeichneten Reihen meint, welche ersetzt werden 
können durch cos« + V — 1sinzundcosy + V — 1 siny, wo- 
von das Product ist cos (æ + y) + V—1sin (e + y). Dieser 
letzte Ausdruck wird in demselben Sinne repräsentirt durch 
e@+nV-—1; also kann man setzen 

eeV-1, eV TI = eat) V 1, 
Die Regel der reellen Exponenten ist also auch bei der Multi- 
plication imaginärer Exponentialausdrücke gültig, und folge- 
weise bei ihrer Division, ihrer Potenzirung und Radicirung. 

Man könnte auch diesen Satz daraus ableiten, dass, weil 
eztv gleich e*ev ist für alle reellen Werthe von æ und y, 
man identisch hat 


Bere en. 


BE CM en O Sg 
et ) (1+ 113 T ): 
Die Identität wird nicht gestört, wenn man in beiden Glie- 


dern z in æ V—1 oder y in y V— 1.verwandelt; und man 
wird immer dieselben reellen oder imaginären Glieder mit den 
nämlichen Zeichen finden: woraus man folgert 


e@t+nDV-1 — eV Ti , eyz, 


oder auch, indem man y allein in yV—1 verwandelt, 
eatrV =i — er eoV-1 — e7 (cos y + V — 1 siny). 
349. Man ist übereingekommen die imaginären Expo- 
nenten Logarithmen zu nennen, wie die reellen Exponenten. 
Soistx-+y V— 1 der Logarithme von e” (cos y+ V—1siny); 
und um den Logarithmen eines Ausdrucks von der Form 
atb V — i zu erhalten, wird man zunächst setzen 
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“ a+bV-i= ọ (cose + Væ sin æ) —elę tV -=i 
— elettr) V1, 
wo o der kleinste se Werth von æ ist, und man erhält 
I(atb va)=-1 (a. +59) + Vi (pP + 2nn). 


Wenn b = 0, so hat man für alle Werthe des Logarithmen 
von a 
D yT 1(p + 2n7). 
Der Bogen o ist — Null wenn «a positiv, und gleich x wenn 
a negativ. Man hat also, indem man unter la den arithme- 
tischen Logarithmen der Zahl a versteht, 
l (+ a) = la + 2na V—1, 
l (— a) = la 4 (2n + 1) x V= 1. 
Dieser letzte Ausdruck liefert keinen reellen Werth; der erste 
liefert einen einzigen. 
Macht man a — 1 so findet man 
ll = + 22nn V—1, l (— 1) = t (2n + l) r V= i. 
350. Vermöge der vorhergehenden Formeln kann man 
die Wurzeln der Gleichungen von der Form 
æn — par + g= 0 


ausdrücken. In der That, man zieht daraus zunächst 


N: yes 
= se T q- 


Hat man E — q >œ 0, oder = 0, so sind die Werthe von « 


die Wurzeln aus Reellen, und wir haben gesehen, wie man 
dieselben mit Hülfe der trigonometrischen Linien ausdrücken 
kann. 


2 
Wenn I — q < 0, so sind die Werthe von x” von der 


Form a +b V—1, und man zieht daraus die Wurzeln, wie 
wir dies ebenfalls angegeben haben. 

Wenn man mit den Werthen dieser Wurzeln die reellen 
Factoren von x?” + px” -+ q bildet, so erkennt man sogleich 
eine einfache Construction, welche sie geometrisch darstellt und 
auf der Theilung des Kreises in gleiche Theile beruht. 


20* 
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Ueber die kürzeste Entfernung zweier unendlich 
nahen Geraden. 


- 


351. Wenn man eine Reihe von Geraden betrachtet, 
deren allgemeine Gleichungen eine oder mehrere Constanten 
enthalten, deren Werthe sich auf irgend eine Weise stetig 
ändern können, so kann die kürzeste Entfernung von zweien 
dieser Geraden, welche einer unendlich kleinen Differenz 
zwischen den Constanten entsprechen, von derselben Ordnung 
sein wie diese Differenz, oder von einer verschiedenen Ord- 
nung. Betrachten wir z. B. die Normalen einer und der- 
selben Oberfläche, welche, durch zwei auf dieser Fläche, in 
unendlich kleiner Entfernung ds von einander, liegende Punkte 
geführt sind. Ihre kürzeste Entfernung wird im Allgemeinen 
von derselben Ordnung sein wie ds. Aber wenn die beiden 
Punkte auf einer und derselben Krümmungslinie liegen, so ist 
diese Entfernung von einer höheren Ordnung, wie wir im 
zweiten Theile sehen werden. 

Ebenso haben auch die Hauptnormalen einer Curve dop- 
pelter Krümmung, d. h. diejenigen, welche durch die Krüm- 
mungsmittelpunkte gehen, eine gegenseitige Entfernung, welche 
von derselben Ordnung ist wie diejenige der correspondirenden 
Punkte auf der Curve. Aber wenn man die Reihe der Nor- 
malen nimmt, welche Tangenten an einer und derselben Evolute 
der Curve sind, so wird die kürzeste Entfernung zweier dieser 
consecutiven Normalen von einer höheren Ordnung sein als 
diejenige der correspondirenden Punkte der vorgelegten Curve. 

Der Gegenstand dieser Note ist nun, mit einer grösseren 
Genauigkeit, als dies bisher geschehen war, die infinitesimale 
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Ordnung dieser Entfernung zu bestimmen, und wir werden dies 
thun mit Hülfe einer Bemerkung von Bouquet. Sie besteht 
darin, dass, wenn in irgend einer continuirlichen Reihe 
von Geraden, der Abstand zweier consecutiven allge- 
mein von einer höheren als der ersten Ordnung ist, er 
wenigstens von der dritten Ordnung sein wird. 
In der That, es seien 
s=az te y=bz2-+Pß 
die Gleichungen irgend einer Gerade der Reihe; Ja, 4b, 
Au, AB seien die Incremente der Constanten, indem man zu 
einer unendlich nahen Gerade übergeht, welche derselben 
Reihe angehört: die kürzeste Entfernung ô dieser beiden 
Geraden ist nach einer bekannten elementaren Formel 


dadb — Ab Au 


Vda + 4024 (adb — bAa): ` 


Wie nun auch die Anzahl der unabhängigen Variablen sei, 
welche a, b, @, ß bestimmen, so hat man 


e 


Ja = da + Ba t+ 4 da+..., 
1 1 De 

Vest zZ +z,BbH.::-, 
1 1 

da = da ger a A AOT, 

BEE EIS T E E a aS 
2 2.3 

hieraus geht hervor 
Jadß — Ab Aa — dadß — dbda 
bir -- (dadig + dba — dia — iibda) +: -. 


Wenn nun das erste Glied dadß — dbda« nicht Null ist, so 
ist, da der Nenner von Ö ein unendlich Kleines erster Ord- 
nung, und -sein Zähler von der zweiten, ô von der ersten Ord- 
nung. Wenn man dagegen beständig hat 

° dadß — dbda = 0, 
so wird der Zähler von einer um zwei Einheiten höheren Ord- 
nung, denn die Gesammtheit der Glieder dritter Ordnung ist 
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nichts Anderes als das halbe Differential von dadß — dbda, 
also Null, weil diese Grösse selbst Null ist. 

Hieraus ergiebt sich die bemerkenswerthe Folgerung, dass, 
wenn die Entfernung zweier consecutiven Geraden, 
inirgend einer Reihe, allgemein von einer höheren 
infinitesimalen Ordnung ist als der ersten, sie we- 
nigstens von der dritten sein wird. 

Dieser Satz findet Anwendung auf die Tangenten an einer 
Curve doppelter Krümmung, auf die Normalen einer Ober- 
fläche, welche durch die verschiedenen Punkte einer Krüm- 
mungslinie gehen, etc. 

Er unterliegt jedoch besonderen Ausnahmen, denn er 
gründet sich auf Entwicklungen, welche im Allgemeinen mög- 


lich sind, aber für gewisse singuläre Punkte illusorisch werden 
können. 


P2 - 
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